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TIIVISTELMA

Laskettavuusteoria (myos: rekursioteoria) tutkii mekaanisen laskennan ja dérellisten
menetelmien ominaisuuksia. Kurt Gédelin ja Alan Turingin tulokset mekaanisten me-
netelmien rajoituksista antavat laskettavuusteorialle 1ahtckohdan:

Perustulos. On olemassa ddrellisesti esitettdvid matemaattisia ongelmia, joihin ei
voida ddrellisin menetelmin vastata.

Téasséd kandidaatintydssé esitelldédn riippumaton johdanto néihin laskettavuusteo-
rian perusideoihin. Téssa tyossd madritelladn osittaisrekursiivisten funktioiden luok-
ka, jonka avulla laskettavan funktion késitteestd tehddén tdsméllinen. Keskeinen osa
laskettavuusteoriaa on laskennallisten padtosongelmien luokittelu ja vertailu: paatos-
ongelmien vaikeus formalisoidaan laskettavien funktioiden avulla ja téstd syntyvien
rekursitvisten ja rekursiivisesti numeroituvien paidtosongelmien perusominaisuuksia
tarkastellaan.

Laskettavuusteorian voidaan katsoa irtautuneen matemaattisen logiikan tutki-
muksesta 1930-luvulla. Tamén tyon yksi pddteema on katsoa matemaattisen logiikan
késitteitd, kuten todistuvuutta ja mddriteltavyytid, laskettavuusteorian tarjoamassa
yleisessé viitekehyksessi. Laskettavuusteorian sovellusalana matemaattinen logiikka
ohjaa tutkimusta mielekkéiden p#adtosongelmaluokkien tarkasteluun. N&in on erityi-
sesti produktiivisten ja luovien joukkojen kohdalla, joiden ominaisuuksia tédssé tyossé
tutkitaan.

Vuonna 1955 John Myhill todisti merkittdvén tuloksen vaikeita rekursiivisesti nu-
meroituvia péitosongelmia koskien. Téssé tyossd médritellddn ja johdetaan kaikki
vaadittava teoria, jotta lopulta seuraava Myhillin tulos voidaan todistaa:

Myhillin isomorfialause. Kaikki m-tdydelliset pddtisongelmat ovat rekursiivisesti
isomorfisia.
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1 JOHDANTO

Luovat joukot ja Myhillin tulokset koskevat erityisesti rekursiivisesti numeroituvien
joukkojen luokan rakennetta.

Téssé tyossd pyritddn esittdmédn mahdollisimman riippumaton johdanto néihin
aiheisiin laskettavuusteorian perusteiden kautta. Esitiedoiksi on tarkoitettu riittavan
Teknillisessa korkeakoulussa luennoitavat kurssit Tietojenkdsittelyteorian perusteet ja
Logiikka tietotekniikassa: perusteet, vaikkakin laskettavuusteorian formalismi johde-
taan esitietoja olettamatta luvussa 2.

Laskettavuusteoria tutkii laskennallisten pdatosongelmien vaikeutta. Tata vaikeus-
luokittelua aletaan hahmotella luvussa 3. Esitetty teoria pohjautuu matemaattisen
logiikan tutkimukseen, jonka tuotoksia tarkastellaan soveltuvin osin neljinnessé lu-
vussa.

Luvussa 5 annetaan méaritelmé luoville joukoille, jotka toimivat sekd teknisen&
apuvélineend ettd mielenkiintoisena késitteené todistettaessa tyon padtavoitteita, My-
hillin tuloksia, luvuissa 5 ja 6.

Muutamat teknisluontoiset ja tekstin tavoitteen kannalta epéoleelliset todistukset
on jétetty liitteeksi.

2 MEKAANINEN LASKETTAVUUS

Mekaanisesti laskettavan funktion (myos: efektiivisen menetelmdin tai algoritmin)
késite muotoutui 1930-luvulla. Laskettavuuden pohdiskeluihin ajauduttiin matema-
tiikan perusteiden tutkimuksen kautta. Térmattiin mm. seuraavanlaisiin kysymyksiin:

K1. Mitéd voidaan matemaattisesti paitelli—edes periaatteessa?

K2. Ovatko logiikan teoriat tdydellisid, eli voidaanko niissé todistaa kaikki todet
vaittaméat?

K3. Voidaanko annetusta predikaattilogiikan lauseesta mekaanisesti padttad onko
lause péteva?

Listan viimeinen ongelma tunnetaan David Hilbertin mukaan nimelld Entscheidungs-
problem, paatosongelma. Kysymykseen negatiivisesti vastaaminen edellytti intuitiivi-
sen ja epamuodollisen késitteen “olla mekaanisesti paételtdava” tdsméllistd méérittelya.
Vuonna 1936 Alonso Church, Alan Turing, Stephen Kleene ja Emil Post julkaisivat
omat ehdotuksensa laskettavuuden kisitteen formalisaatioista. Mééritelmét osoitet-
tiin myshemmin yhtd vahvoiksi ja néin osittaisrekursiivisten tai laskettavien' funk-
tioiden luokka oli 16ytynyt [5; 7]. Kurt Gédelin sanoin

[Laskettavuuden] kisitteen kohdalla on ensimméistd kertaa onnistuttu an-
tamaan absoluuttinen, eli valitusta formalismista riippumaton, méa#ritelméa
kiinnostavalle epistemologiselle késitteelle. [5, Godel 1946)

Seuraavassa kerrataan aluksi peruskésitteistod ja siirrytddn sen jélkeen tutki-
maan osittaisrekursiivisten funktioiden ominaisuuksia. Materiaali on suureksi osak-
si jo tuttua Tietojenkdsittelyteorian perusteet -kurssilta [12], joskin notaatio on téssi
lahempéané alkuperdisen kirjallisuuden kéytantoja.

! Robert Soare on esittéinyt [16], ettd historiallisen, mutta nykypéivini ylikuormitetun,
termin “rekursiivinen” sijasta puhuttaisiin “laskettavuudesta”.
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2.1 Peruskisitteet ja notaatio

Samastetaan tdssd funktiot niiden kuvaajiin, eli relaatio f € X xY on funktio (tai
kuvaus) lahtdjoukolta X maalijoukolle Y, merkitdén f: X — Y, jos jokaista z € X
kohden 16ytyy korkeintaan yksi y € Y, jolle (z,y) € f. Tadmé yksikésitteinen arvo
y on funktion arvo pisteessii x ja merkitdén f(z) = y. Funktion méérittelyjoukko
(engl. domain) on Dom f = {z € X | (x,y) € f, jollakin y € Y}. Joukon A ¢ X
kuvajoukko (engl. image) kuvauksessa f on f(A) = {f(a) € Y | a € A}. Funktion
arvojoukko tai funktion kuva saadaan kuvaamalla koko lihtéjoukko: Im f = f(X).
Joukon A €Y alkukuva on f1(A) = {zre X | (z,a) € f, jollakin a € A}. Masritelldzin
lisdksi funktioista f: X — Y ja g:Y — Z yhdistdamélla saatu funktio go f: X - Z
se. (g0 /)(@) = g(f(2)).

Funktio f : X — Y on totaali, jos Dom f = X. Perinteisessi matematiikas-
sa funktiot méaritelladn yleensi totaaleiksi, mutta laskettavuusteoriassa osoittautuu
kétevéksi tarkastella myo6s osittaiskuvauksia ¢ : N — N, joita ei ole maéritelty kai-
killa Z = (21,...,2,) € N” ja joiden méirittelyjoukkoa ei eksplisiittisesti ilmoiteta.
Jos funktiota ei ole méaritelty jollakin Z € N”, sanotaan, ettd funktion laskenta ei
pysihdy tai etté funktion laskenta hajaantuu tissi pisteessi ja merkitidin o(Z)/. Jos
taas @(Z) on miédritelty, sanotaan laskennan pyséhtyvén tai suppenevan, jolloin mer-
kitddn o(Z)}. Téssé tyossd kiytetddn padasiassa kreikkalaisia kirjaimia (@, 9, 1,...),
kun on kyse osittaisista funktioista, ja latinalaisia (f,g,h,...), kun on kyse aidosti
totaaleista funktioista.

Olkoot ¢,1 : N® - N osittaiskuvauksia. Merkitéiin o(%) ~ ¥ (Z), jos ¢ ja ¢ ovat
molemmat mééritteleméttomid pisteessi & € N™ tai jos () ja ¢ (&) ovat miiriteltyji
ja o(3) = 0().

Maisritelma 1. Totaali funktio f: X =Y on

1. surjektio, jos Im f=Y
2. injektio, jos kaikilla a,be X, a+b = f(a) # f(D)
3. bijektio, jos se on sekd surjektio ettd injektio

Huomautus 1. Injektiivisen funktion kiiénteiskuvaus, f~! = {(y,2) | (z,y) € f}, on
hyvin mééritelty osittaisfunktio, koska jokaisella y € Im f on yksikésitteinen alkukuva.

2.2 Osittaisrekursiivisten funktioiden luokka

Seuraavassa on listattuna tédrkeimmiét formalisaatiot, joita on esitetty karakterisoi-
maan laskettavien funktioiden luokkaa [4, luku 3]:

M1. Herbrand-Gédel (1936), yhtéloryhmilld mééritellyt funktiot.
M2. Church (1936), \-kalkyyli.

M3. Godel-Kleene (1936), p-rekursiiviset funktiot.

M4. Turing (1936), Turingin koneet.

M5. Post (1943) ja Markov (1951), merkkijonomuunnosjérjestelmiit.
M6. Shepherdson-Sturgis (1963), rekisterikoneet.

Kaikki ylla mainitut ovat yht& vahvoja mééritelminé ja erityisesti yhtd vahvoja kuin
modernit ohjelmointikielet. Niiden kuvaamat funktiot voidaan siis ainakin periaattees-
sa laskea mekaanisesti. Churchin-Turingin teesini tunnetaan kdénteinen véiite: kaikki
intuitiivisesti laskettavat funktiot ovat laskettavia kaikissa néissd formalismeissa.
Ehka historiallisesti térkein ja kirjallisuudessa eniten vastaantuleva formalisaatio
on Turingin laskentakoneet (M4). Niiden yksinkertaisuus ja mekaaninen luonne suos-
tutteli aikoinaan tutkijat hyviiksyméén Churchin-Turingin teesin [7]. Esitetéiéin téissi
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kuitenkin Kleenen p-rekursiivisten funktioiden mééritelmé [4; 11; 17], koska se sisiltdd
suoraan monia keinoja, joita jatkossa kaytetddn konstruoimaan erilaisia funktioita.

Olkoon ...z... jokin luonnollisia lukuja koskeva viite, jossa = toimii vapaana
muuttujana. Merkitédén lausekkeella pa(. .. x...) pienintéd lukua, jolle tdma viite pétee.
Jos viite ei padde yhdellek&in luonnolliselle luvulle, lauseke on mééritteleméton. TAméa
on ns. Kleenen u-operaattori tai rajoittamaton minimalisaatio.

Maéritelmé 2. Osittaisrekursiivisten (tai laskettavien) funktioiden luokka mddri-
tellidn seuraavasti. [11, ss. 127-128]

R1. 1. Nollafunktio Z(x) =0 on osittaisrekursiivinen.
2. Seuraajafunktio S(xz) = x +1 on osittaisrekursiivinen.
3. Projektiofunktiot Pri : N™ - N, 1 <n<m s.e. Pri(x1,...,2m) = Tn, ovat
osittaisrekursiivisia.
R2. Jos ¢ :N™ - N ja 1; : N* - N, 0 <7< m, ovat osittaisrekursiivisia, yhdistdmalld
saatu funktio ¢ : N - N s.e.

(p(f) = w(Tl(f)v R 7Tm(j:'))

on osittaisrekursiivinen.
R3. Jos funktiot 1) : N" - N ja 7 :N""2 - N ovat osittaisrekursiivisia, yhden muuttu-
jan suhteen rekursiolla saatu funktio p: N1 - N s.e.

{ ¢(0,2) =~ (&)
p(y+1,2) = 7(y,0(y,2),7)

12

R

on osittaisrekursiivinen.
RY4. Jos funktio 1) : N = N on osittaisrekursiivinen, minimalisaatiolla saatu funktio
p:N" >N s.e.

e(@) = py( Vz<y:d(z,2)l A P(y,2)=0 )
on osittaisrekursiivinen.

Totaalia osittaisrekursiivista funktiota kutsutaan lyhyesti vain rekursiiviseksi funk-
tioksi.

Esimerkki 1. Yhteenlasku on rekursiivista. Médritelldéin a(x,y) = x + y yhdistimalla
funktioita ja sdédnnolld R3:

{ a(0,y) =y = Pri(y)
a(z+1,y) = (z+y)+1=5S(x+y)=S(a(z,y)) = S(Pri(z,a(z,y),y))

Maéaritelmé 2 on siséllytetty taydellisyyden vuoksi; koko teoriaa ei téssd voida
kehittéd taysin formaalisti ja jatkossa tukeudutaankin intuitiivisiin argumentteihin, eli
kuvataan funktion laskenta epdmuodollisesti ja vedotaan Churchin-Turingin teesiin.

Muutamia huomautuksia ma#ritelmésta:

H1. R3 mahdollistaa funktioiden méirittelyn induktiivisesti: laskettaessa arvoa ¢(n),
saadaan kiyttidd aiempia arvoja ¢(i), 0 <7 < n, hyviksi.

H2. Kohdat R1-R3 yhdessd méaérittelevit osittaisrekursiivisia funktioita suppeam-
man funktioluokan, primitiivirekursiiviset funktiot.? Nam& ovat aina totaaleja
funktioita.

2 Ackermannin funktio [4, s. 46], joka on méiritelty rekursiolla kahden muuttujan suhteen,
on esimerkki rekursiivisesta funktiosta, joka ei ole primitiivirekursiivinen.
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H3. p-operaattori (R4) voi tuottaa aidosti osittain méiériteltyjd kuvauksia, vaikka
lahtokohtana oleva kuvaus 9 olisi totaali. Jos pienin yhtilon

Y(y,2) =0

toteuttava y € N on olemassa, se 16ytyy, kun mekaanisesti tarkastetaan luvut
jarjestyksessd 0,1,2,3,.... Toisaalta jos yhtalod ei toteuta mikédén y € N, tata
tosiasiaa ei voida yleisesti selvittdaé, kuten tullaan huomaamaan kohdassa 2.6.

2.3 Godel-numerointi ja koodaukset

Luonnollisten lukujen joukko N ={0,1,2,3,...} ja sen osajoukot ovat ensisijaisen tar-
kastelun kohteena téssd tutkielmassa. Luonnollisten lukujen voidaan ajatella koodaa-
van asiayhteydestd riippuen mité tahansa #érellisesti esitettéavia olioita, kuten merk-
kijonoja, osittaisrekursiivisten funktioiden esityksié tai vaikka predikaattilogiikan kaa-
voja. Luonnollisia lukuja késitteleva teoria on siis tdysin yleinen, kunhan sopivasta
koodauksesta on sovittu.

Parifunktio ja jonojen koodaus. Jo Georg Cantorilta periisin oleva tulos koskee
joukon N x N mahtavuutta.

Lause 1. N? on numeroituva, eli on olemassa bijektio m: N? - N.

Todistus. Maaritellasn parifunktio 7: N2 - N s.e.
1
w(x,y):i(x+y)(x+y+1)+m (1)

Funktio 7 on bijektio. (Tarkempi todistus liitteeni.) m

Kuva 1. Parifunktio 7 numeroi N x N -tason.

Parifunktion 7 toimintaa on havainnollistettu kuvassa 1. Tietojenkésittelyteoriassa
parifunktiota kdyttéiville menetelmille on vakiintunut englannin kielessé termi dovetai-
ling. Funktion 7 k#finteisfunktiot ovat 71,7 : N — N2, joille pitee (7 (n),m2(n)) =
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n, kaikilla n € N. Polynomimuotoisena 7 on rekursiivinen ja niin ovat my&s sen
kéanteisfunktiot:

m(n) =pr(y <n:m(z,y)=n),  m(n)=pyEr<n:x(z,y)=n) . (2)

Téssé siis predikaatti “Jy < n: w(x,y) = n” voidaan pukea méiritelméin vaatimaan
muotoon “f(x,n)=0", missd f on totaali rekursiivinen funktio, koska jokaista z € N
kohti riittdé tarkastaa vain #érellinen méira y € {0,...,n} arvoja.

Tamén lisdksi huomataan, ettd yhdistdmalla parifunktiota itsenséd kanssa saadaan
bijektio

7 = w(m(w(xy, 22), 23) - 2) : N¥F > N

mille tahansa k € N. Edelleen kaikkien #irellisten jonojen joukko Uy N' voidaan
numeroida kuvauksella 7% : U;ey N* - N seuraavasti [13, s. 71]

() =0 (kun k£ =0) (3)
(21, x)) = (7 (@, .. xp), k-1) +1 (4)

Merkitééin jatkossa lyhyesti (x1,...,2,) = 7" (21, ..., 25).
Nyt jos £ = {a1,...,a,} on jokin direllinen (tai jopa numeroituvasti déreton)

aakkosto, voidaan jokaiseen merkkijonoon w € L* = {a, v, av;,, | 1 <i; < n} liittdd
kédantden yksikasitteinen koodi

(W] = 7" (i1, 2, i) €N (5)

Jos L koostuu esimerkiksi predikaattilogiikassa kaytetyistd symboleista, voidaan for-
maaleihin kaavoihin viitata niiden koodilukujen eli indeksien eli Gddel-lukujen avulla.
Kurt Godel kdytti vuonna 1931 téllaisia koodausmenetelmié todistaessaan kuuluisia
epataydellisyystuloksiaan, joita késitellddn lisdéd luvussa 4.

Osittaisrekursiivisten funktioiden Goédel-numerointi. Jatkon kannalta erittdin
tarked koodaus on edelld méériteltyjen osittaisrekursiivisten funktioiden standardinu-
merointi.

Osittaisrekursiiviset funktiot ovat dérellisié olioita, silla jokainen néistd funktioista
saadaan koostettua adrelliselld méasralla sddntojen R1-R4 sovelluksia. Esimerkin 1
funktion a(z,y) rakenne voidaan esittdd puuna

R1:S R1: Pr3

Taméi voidaan koodata luvuksi
ko= (R3,((R1,Pr}),(R2,7* ((R1,9),(R1, Pr3))))) €N,

missé ldhtofunktioille (Z, S, Pr)t) ja sédédnnéille (R1-R4) voidaan kéyttdd vaikkapa
koodeja Z - 0, S - 1, Pr® - 2+ (m,n) ja Ri — 4. Sanotaan, ettd k on funktion
a indeksi, Godel-luku tai ohjelma. Samalla tavalla voidaan koodata mink& tahansa
osittaisrekursiivisen funktion rakennepuu, joten seuraava mééritelmé on mielekas.
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Maiasritelma 3. Olkoon n,m € N. Merkitidn @%m):lld sitd osittaisrekursiivista funk-
tiota f : N™ — N, jonka indeksi on n. Jos n mddrittelee laittoman rakennepuun tai

funktion, jonka parametrien lukumddrd poikkeaa m:std, olkoon gp%m) =0.

Merkitéén lyhyemmin ¢, = <p§}). Numeroituva jono funktioita

®o, L1, P2, 3, ---

siséltéad siis kaikki yhden muuttujan osittaisrekursiiviset funktiot. Téssé listaukses-
sa jokainen funktio esiintyy ddrettomén monta kertaa, silld jokainen funktio voidaan
médritelld darettomén monella erilaisella rakennepuulla: Olkoon ¢ : N® — N osittais-
rekursiivinen. Nyt jono

p(2), Pri(e(@)), Pri(Pri(e(2))), Pri(Pri(Pri(e())), ...,

antaa dfdrettoméin monta esitystd samalle funktiolle. Sama muodollisesti: Kun n on
funktion indeksi, kuvaus n ~ (R2,7*((R1, Pri),n)) = (2,7*({1,2 + (1,1)),n)) on las-
kettava ja voidaankin mééritella rekursiolla

, n, jos z=0
t(”’z):{ (O, (L2 (L 1) ( 2~ 1)), Jos 221 @

Pienin muutoksin funktiosta ¢’ saadaan injektiivinen myds ensimméisen parametrinsa
suhteen.

Lause 2. Jokaiselle osittaisrekursiiviselle funktiolle @%m) loytyy ddreton mdadrd in-

deksejd,
m)_ (m) _ (m) _ (m) _ (m) _
oy = Pe(n,0) = Pe(n,1) ~ Pe(n,2) =~ Pr(n,3) =5

missi t : N?> > N on rekursiivinen injektio.
Todistus. LiitteenA. m]

Cantorin diagonaaliargumentilla saadaan vélittémasti funktio, joka ei ole osittais-
rekursiivinen: )

Paz(z) +1, jos gz ()l

d(z) = :

0, jos gz (x)/

Funktio d eroaa jokaisesta osittaisrekursiivisesta funktiosta ¢; kohdassa i: ¢;(i) 2
d(i). Jos d-funktiota yritetdiin mekaanisesti lihted laskemaan, kohdataan ongelma:
Mikéli funktion ¢, laskenta ei pysihdy syotteelld x, eli ¢, (x)/, kuinka tdméi tosiasia
saataisiin selville, jotta funktion arvona voitaisiin tulostaa turvallisesti “0”? Tahén
ns. pysdahtymisongelmaan palataan kohdassa 2.6.

Téassé kuvattu indeksointi on vain yksi mahdollinen Gédel-numerointi osittaisre-
kursiivisille funktioille. Laskettavuusteorian kannalta numeroinnin teknisilla yksityis-
kohdilla ei ole vilid, kunhan koodaus on sellainen, jolle seuraavaksi késitellyt lauseet
ovat voimassa.

(®)

2.4 Efektiiviset operaatiot indekseilld

Osittaisrekursiivisen funktion Goédel-lukua voidaan ajatella sen ohjelmakoodina: An-
nettu indeksi n voidaan purkaa efektiivisesti, jolloin saadaan selville alkuperdinen
rakennepuu ja ohjeistus siitéd, miten funktion arvoja lasketaan. Laskenta etenee aina
diskreeteisséd askelissa; tédssd tulkinta Turingin koneiden avulla on hyddyllinen.
Tyolaéan ohjelmointiharjoituksen tuloksena saadaan Alan Turingin keskeinen tulos.
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Lause 3 (Universaalikone [5, Turing 1936]). Funktio U(x,y) ~ ¢.(y) on osittais-
rekursiivinen.

Todistus. Sivuutetaan. Ks. [11, ss. 90-96].

Sanotaan, ettd U on universaali funktio yksiparametrisille osittaisrekursiivisille funk-
tioille. Tdmé& “ohjelmistoteollisuuden olemassaololause” [1] kertoo, ettei jokaista las-
kettavaa funktiota varten tarvitse rakentaa omaa fyysistd laskentakonetta, silla U
toimii virtuaalikoneena ja osaa simuloida mitd tahansa sille parametrina annettua
ohjelmaa x syotteelld y.

Toinen osittaisrekursiivisten funktioiden Godel-lukuihin liittyva tyokalu koskee
funktion argumenttien upottamista funktion ohjelmakoodiin. Jos f : N™*" - N on

. . ce e . m+n
osittaisrekursiivinen ja <p§ ) = f, muunnoksessa3

12

f(xlw--axmaylw'-:yn) @gn”n)(xla--~7x7n7y15~--ayn)

l l )

F(S-+5(0),..., S5 (0), y1,---,yn) o (g1, ym)
N—— N——
1 kpl T kpl

12

alkuperéisen (m + n) muuttujan funktion ohjelmakoodissa korvataan osa paramet-
reistd vakiofunktioilla. Funktion f indeksin muutos z — 2’ voidaan laskea efektiivises-
ti muuttujien x4, ..., x,, funktiona.

Lause 4 (Kleenen s-m-n-lause [13, s. 23]). Kaikille m,n > 1 on olemassa injektii-

vinen rekursiivinen funktio s™ : N1 - N s.e. kaikille 2,21, ..., Tm,Y1,---,Yn pltee
SQKEZL)(Z,an,...,mm)(yla--~7yn) = ‘p.(szrn)(xlw--azmaylv-”aym) (10)

Todistus. Liitteeni.

Yleisemmissé yhteyksissi osittaisrekursiivisten funktioiden Gédel-numerointi voi-
daan maéaéaritelld kddntden: se on rekursiivisten funktioiden numerointi, jolle pétee
lauseet 3 ja 4. Niistd ldhtokohdista myods lause 2 on todistettavissa. [14, luku 4.2]

2.5 Ratkeavat ja puoliratkeavat ongelmat

Minkélaisiin kysymyksiin voidaan mekaanisesti pdattelemélld vastata? Laskettavuus-
teoriassa tarkastellaan yksinkertaisesti paiatosongelmia A, joiden instansseihin “a €
A?” tavoitellaan “kylld” /”ei” vastauksia. Jos P(z) on jokin luonnollisia lukuja x € N
koskeva viite tai ominaisuus, joukko

A={zeN | P(x)}

miédrittelee paiatésongelman: Annettuna on z € N, onko “x e A”?
Pastosongelma ratkeaa, jos pystytddn konstruoimaan algoritmi, joka ratkaisee ky-
symyksen tyhjentéavésti kaikilla syotteilla.

Miédritelmi 4. Joukko A € N on rekursiivinen tai ratkeava jos sen karakteristinen
funktio

1, josxeA
Alr) = . 11
Xa@) {O, josx ¢ A (11)
on rekursiivinen.
3 Tasméllisemmin téssé pitéiisi kirjoittaa “0” muodossa “Z(Pri(yi,...,yn))” ja “y:” muo-

dossa “Pri (yi,...,yn)”, jotta noudatettaisiin midritelmis 2.
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Selviisti A on rekursiivinen tdsmiilleen silloin, kun sen komplementti A = N\ A on.
Koska luonnollisten lukujen osajoukkoja on ylinumeroituva méara, ei jokaista
niistd voida rekursiivisesti ratkaista. Laskettavuusteorian tavoitteisiin kuuluu kuiten-
kin 16ytda mahdollisimman luonnollisia esimerkkejé téllaisista ongelmista—sellaisia,
joiden ratkeamattomuudella on jopa kéiytdnnoén seurauksia.
Rekursiivisten joukkojen lisiksi mééritelldéin myos nienndisesti (ja mydhemmin
todistettavasti) laajempi joukkojen luokka.

Maéritelmé 5. Joukko A € N on rekursiivisesti numeroituva (1.n.), jos A = @ tai
A=1Im f, jollekin totaalille rekursiiviselle funktiolle f : N - N.

Sanotaan myds, ettd n:n muuttujan predikaatti P(x1,...,x,) on rekursiivinen (re-
kursiivisesti numeroituva), jos

P={{(z1,...,2,) €N | P(z1,...,2,)}

on rekursiivinen (rekursiivisesti numeroituva) eli samastetaan luontevasti n:n muut-
tujan predikaatit luonnollisten lukujen osajoukkoihin.

Tassé siis joukko A on r.n., jos sen alkioita voidaan luetella mekaanisesti kuinka
pitkélle tahansa:

f0), f(1), £(2), f(3), f(4), ...

Jos x € A, tulostuu x téssé listauksessa lopulta jossakin kohdassa n € N, eli z = f(n).
Sanotaan, ettid rekursiivisesti numeroituvat joukot ovat puoliratkeavia, silld ongelman
“kylla” -instanssien kohdalla voidaan aina vastata myontavisti pelkistédéan listaamalla
tarpeeksi joukon alkioita.

N#ihdain heti, ettd kaikki rekursiiviset joukot A ovat myos rekursiivisesti nume-
roituvia: tapaus A = @ on selvi, joten otetaan a € A # @ ja méaritelldéin

) = {x jos xa(x) =1 (12)

a, jos xa(x)=0
joka on rekursiivinen, koska x4 on, ja pitee A =Im f.
Kerétdaan muitakin havaintoja.

Lemma 1. Seuraavat ovat yhtdipitivid.

1. A on rekursiivisesti numeroituva.
2. A =Dom v, jollekin osittaisrekursiiviselle 1) : N - N,
3. A:n puolikarakteristinen funktio*

1, josxzeA
A, josxzé¢A

i) {

on osittaisrekursiivinen.
4. On olemassa rekursiivinen predikaatti P(x,y) s.e. x € A<= Jy: P(x,y).

Todistus. (1) = (2): Jos A = @, valitaan ikuiseen silmukkaan jiivé laskenta, ¢ (x) ~
pz(1 = 0). Oletetaan siis A = Im f. Médritellddn ¢ (x) ~ pz(f(z) = x). Selvisti
¥ (x) olemassa tidsmiélleen silloin, kun x € A, joten A = Dom .

4 1oe s . C e 11k .
Kirjoitetaan “~” kun funktion arvoa ei mééritell4, eli laskennan annetaan hajaantua.



(2) = (8): Olkoon A =Dom . Puolikarakteristinen funktio saadaan v:n avulla:

1, jos ¢(x)l

. (13)
2, muulloin

v - |
Xa:n arvoja lasketaan ensin simuloimalla ¥:n laskentaa. Jos ¢ pysédhtyy, palau-
tetaan 1. Jos ¢ (x)/, télloin myds Xa () on méirittelemiton. Churchin-Turingin
teesin nojalla Yz on laskettava.
(8)= (4): Olkoon X = ¢, annettu. Tarkastellaan predikaattia T s.e.

T(x,y,2z) <—
“Funktion . laskenta pysihtyy sydtteelld y z:n askeleen jilkeen”.

Tamé on Kleenen T-predikaatti® ja se on ratkeava: annettua ohjelmaa x simu-
loidaan darellisen monta askelta, z, ja tarkastetaan, valmistuuko laskenta tdh&n
mennessd. T:n avulla voidaan mé#aritella

P(l'vy) — T(xvﬂ-l(y)aﬂ—Q(y)) ’ (14)

missé 7, m2 ovat parifunktion kddnteisfunktiot (2). Selviisti P on ratkeava, kun
T on. Jos z € A, niin ¢,(2)| #édrellisen askelméirin, w, jilkeen. Siis T'(x, z,w)
ja edelleen P(z,7m(z,w)), joten Jy : P(x,y). Sama pitee kiiéintden, joten viiite
seuraa.

(4)= (1): Jos P(x,y) ei pide milldéin x,y € N, on A = @, joten oletetaan a € A # @.
Maééaritellddn yhtdlon 12 tapaan rekursiivinen f seuraavasti

mi(zx), jos P(mi(z),m(x))

. (15)
a, muulloin

@)

Funktion f laskenta pysdhtyy jokaisella syttteelld, koska P oli ratkeava, siis f on
totaali. Selviisti A =1Im f.

i

Jos rekursiivisesti numeroituvalle joukolle on olemassa my6s tapa luetella joukon
komplementin alkioita, eli joukon médrddméan padtosongelman “ei”’-instansseja, seu-

raava luonnehdinta on hyodyllinen.

Lause 5. A on rekursiivinen jos ja vain jos A ja A ovat rekursiivisesti numeroituvia.

Todistus. “=" Kasitelty. “<=" Jos A = @ tai A = @, viite on selvi, joten oletetaan
A+@+ Aja f,g: N> Nse Imf=Ajalmg= A Koska kaikille z € N joko
x e Atai x e A pitee f(y) = tai g(y) = = jollekin y € N. Etsitdsin pienin tillainen
yo = py(f(y) =2 v g(y) = z) ja tarkastetaan sen avulla kumpaan joukkoon z kuuluu,
eli onko f(yo) = z. Saadaan

reA - fuy(f(y) =xvg(y)=2)) =z . (16)

Jokaiselle x € N téllainen luku y lopulta 16ytyy, joten méaritteleméalla

1, jos f(py(f(y)=zvg(y)=2)) ==
xa(z) = . (17)
0, muulloin
saadaan haluttu totaali rekursiivinen karakteristinen funktio. O

5[5, Kleene 1943)
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Esimerkki 2. Joukko
Ko={ (z,y) eN | @a(y)l } (18)

on rekursiivisesti numeroituva lemman 1 neljinnen kohdan nojalla,
(y)e Ko = @ = 32:T(x,y,2), (19)
misséd T on rekursiivinen.
Lemman 1 toinen viittdma motivoi seuraavaan méaritelméasn.
Maéaéritelma 6. Olkoon x € N. Merkitidn W, = Dom ..
Niin saadaan standardinumerointi kaikille rekursiivisesti numeroituville joukoille,
Wo, Wi, Wa, Wy, Wy, ... .

Lemman 1 neljis kohta tunnetaan projektiolauseena [13, luku 5.4]. Laskennan vaati-
vuusteoriassa tarkasteltu péadtosongelmaluokka NP voidaan karakterisoida analogisel-
la tavalla: luokka NP koostuu péétosongelmista A, joille on olemassa polynomisessa
ajassa laskettava ja polynomisesti tasapainoinen® predikaatti P(z,y), jolle

reAd < Jy:Pa,y) . (20)

Ns. P vs. NP -ongelma on yhéa avoin kysymys laskennan vaativuusteoriassa; Lasketta-
vuusteorian vastine télle ongelmalle kysyy onko rekursiivisten joukkojen ja rekursii-
visesti numeroituvien joukkojen luokat samat. Ongelma laskettavuusteoriassa ratkesi
jo syntyessain, kuten seuraavaksi nahd&dan.

2.6 Pysdhtymisongelma
Esimerkin 2 joukko Ky kuvaa pysihtymisongelmaa (engl. halting problem):

(r,y)e Ko = @.(y)l = yeW, (21)

“Annettuna on funktion indeksi z ja syote y. Pysdhtyyko funktion ¢, laskenta
talla syotteelld?”

Seuraavan laskettavuusteorian perustuloksen todisti yleisessi muodossa Alan Turing
[5, Turing 1936], vaikkakin tutkijat Post 1922, Godel 1931, Kleene 1936 ja Church
1936 [5] esittiviit kukin vastaavia tuloksia omissa formalisaatioissaan. Todistus on
klassinen diagonaaliargumentin sovellus.

Lause 6. K\ ei ole rekursiivinen.
Todistus. Tehd&édn vastaoletus: x g, on rekursiivinen. T&ll6in funktio
7, Jos xr ({z, ) = 1

0, jos xr,({z,z))=0 (22)

|

on osittaisrekursiivinen. Valitaan sellainen n € N, ettd ¢, = 1. Ristiriita saadaan
aikaan péaattelyketjulla

(nn)eKy <= pn(n)l (Ko:n miisritelm)
= Yl (luvun n valinta)
= XK,((n,n))=0 (¢ médritelmé

)
< (n,n)¢ Ko (XK, médritelmi)
O

6 Tietoa laskennan vaativuusteorissa kiytetyisti termeisté 16ytyy Sipserin teoksesta [15].
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Sanotaan, ettd kahden muuttujan predikaatti “p,(y)|” on ratkeamaton. Esimerkin
2 avulla tehddén véalittomésti seuraava huomio.

Seuraus 1. Ky on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekursiivinen.

Lauseesta 5 taas seuraa, etté K ei voi olla r.n., koska muuten Ky olisi rekursiivi-
nen.

Seuraus 2. K\ ei ole rekursiivisesti numeroituva.

Vaikka lause 6 niytettiin todeksi vastaoletuksen kautta, todistus on jossain mie-
lessé konstruktiivinen, silla todistuksessa funktio 1 voidaan rakentaa konkreettiseksi
vastaesimerkiksi mille tahansa yritykselle muotoilla funktion xx, laskeva algoritmi.
My6hemmin esimerkissé 7 tdmé péadttely tehdddn tarkemmin. Edelleen luvussa 4 vas-
taavanlainen tarkastelu tehdéén pééttelyjéarjestelmien tapauksessa ja téita efektiivista
tapaa l0ytad vastaesimerkki kéiytetdin méaariteltdessi luovien joukkojen kéisitetti lu-
vussa 5.

2.7 Yhteenveto

Téassa luvussa esiteltiin laskettavuusteorian ldhtokohdat:

1. Osittaisrekursiiviset funktiot ovat formaali vastine mekaanisen laskettavuuden in-
tuitiiviselle késitteelle.

2. Godel-numeroinnin avulla osittaisrekursiiviselle funktiolle voidaan méarittaa in-
deksi, joka koodaa funktion laskevan algoritmin rakenteen.

3. Osittaisrekursiivisen funktion indeksin avulla funktion laskentaa voidaan efektiivi-
sesti simuloida osittaisrekursiivisella universaalifunktiolla U (Lause 3) ja funktion
argumentteja voidaan upottaa sen ohjelmakoodiin Kleenen s-m-n-lauseen (Lause
4) avulla.

4. Tarkeimmét padtosongelmaluokat ovat

— Rekursiiviset joukot A € N, joihin liittyva predikaatti “x € A” on ratkeava.

— Rekursiivisesti numeroituvat (r.n.) joukot B € N, joihin liittyvi predikaatti
“r € B” on puoliratkeava, eli vain ongelman “kylla”-instansseihin voidaan
taata korrekti vastaus.

5. Pysdhtymisongelman K avulla ndhdéén, ettd kaikki r.n. joukot eivét ole rekur-
siivisia.

Seuraavaksi lahdetddn tarkastelemaan pa#dtosongelmien vaikeuseroja rekursiivis-
ten palautusten avulla.

3 REKURSIIVISET PALAUTUKSET

Téassa luvussa kasitellddn yksinkertaisia tapoja luokitella paidtosongelmia lasketta-
vuusteoriassa. Rekursiivisesti numeroituvien joukkojen luokittelun pani alulle Emil
Post [5, Post 1944], jolta ovat periisin myos kohdassa 3.2 esitellyt vahvat palautuk-
set.
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3.1 Isomorfiatyypit [13, luku 4]

Laskettavuusteoria tutkii laskennallisten ongelmien ominaisuuksia, jotka ovat rekur-
siivisestt invariantteja. Selvennetdén mitd talld tarkoitetaan.
Tarkastellaan rekursiivisten permutaatioiden joukkoa

G={f:N->N | f rekursiivinen bijektio} . (23)

Joukon G alkiot ovat laskettavia funktioita, jotka jarjestédvét luonnolliset luvut uuteen
jarjestykseen. Itse asiassa G on ryhmé” funktioiden yhdistdmisen suhteen:

Gl. Jos f,g € G, my6s foge @G, koska osittaisrekursiivisten funktioiden luokka on
suljettu yhdistdmisen suhteen (R2) ja bijektioiden yhdiste on edelleen bijektio.

G2. Funktioiden yhdistdminen on liiténnéistéi: (go f)oh=go (foh).

G3. Identiteettikuvaus id(z) = Pri(z) = x, jolle ido f = f oid = f kaikilla f € G, on
rekursiivinen permutaatio.

G4. Rekursiivisen permutaation kéinteiskuvaus on myos rekursiivinen. Olkoon f €
G. Tallsin

F =) = py(f(y) = 2) (24)

médrittelee totaalin funktion, silld f:n surjektiivisuuden nojalla jokaiselle x € N
16ytyy jokin alkukuva y.

Pédtosongelmat A ja B ovat yhtd mielenkiintoisia tai niilld on laskettavuusteorian
kannalta sama rakenne, jos joukot voidaan kuvata toisiinsa rekursiivisen permutaa-
tioryhmén G toiminnoilla.

Maiiritelmd 7. Joukot A, B € N ovat rekursiivisesti isomorfisia (tai lyhyesti isomor-
fisia), merkitiin A = B, jos A saadaan rekursiivisesti permutoimalla B:td:

A=B <= A= f(B), jollekin feG . (25)
Rekursiivisten permutaatioiden ryhméominaisuuksista ndhdéén, etti relaatio = on

El. Refleksiivinen. Kaikilla A< N, A= A, koska A =id(A).

E2. Symmetrinen. Kaikilla A,B ¢ N, A= B = B = A, koska jos A = f(B), niin
B=f1(A).

E3.  Transitiivinen. Kaikilla A,B,C ¢ N, A

= BjaB=C= A=C, koska jos
A= f(B) ja B =g(C), niin A= (f 2 g)(C).

Kohdat E1-E3 yhdessi tekeviit =-relaatiosta ekvivalenssirelaation®, joka osittaa luon-
nollisten lukujen osajoukot eri ekvivalenssiluokkiin, eli eri isomorfiatyyppeihin. Taméan
avulla voidaan samastaa rakenteellisesti identtiset joukot eli voidaan abstrahoida
paitosongelmien koodaukselliset yksityiskohdat pois: kaksi pa#dtosongelmaa ovat iso-
morfisia, jos ne kuvaavat laskennallisessa mielessi samat ongelmat. Namé isomorfia-
tyypit ovat laskettavuusteorian peruselementteji ja vaaditaankin yleisesti, etté lasket-
tavuusteorian késitteet (kuten rekursiiviset joukot, universaalit funktiot, funktioiden
Godel-numeroinnit, jne.) kunnioittavat isomorfiatyyppeji seuraavalla tavalla.

Masritelma 8. Luonnollisten lukujen osajoukkoja koskeva ominaisuus P on rekur-
siivisesti invariantti, jos se pdtee keskenddin isomorfisille joukoille yhtdaikaisesti:

A=B =  (P(A) = P(B)) . (26)

7 Algebran perusteita késitelliin esimerkiksi teoksessa [2].
8 Ekvivalenssirelaatioista tarkemmin materiaalissa [12, luku 1.3] tai [2, luku 1].
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Esimerkki 3. Rekursiivisesti numeroituvien joukkojen késite on rekursiivisesti inva-
riantti. Olkoon A ja B isomorfisia joukkoja, A = B, eli A = f(B), jollekin f € G. Koska
=-relaatio on symmetrinen, riittadd nayttaid vain toinen implikaatio, joten olkoon B r.n.
ja g sellainen, ettd Im g = B (tapaus B = @ selvd). Tdlloin A = f(Im g) =Im f o g,
joten A on my6s rekursiivisesti numeroituva.

Laskettavuusteoriassa kaikki yksittédisia pédtosongelmia koskevat tulokset (jois-
sa vedotaan vain rekursiivisesti invariantteihin ominaisuuksiin) voidaan heti yleistas
koskemaan kokonaista isomorfiatyyppié.

3.2 Vahvat palautukset

Paatosongelmien luokittelussa kahden ongelman keskindisen vaikeuden vertaaminen
on keskeisté. Intuitiivisesti ongelma B on vaikeampi tai yhtd vaikea kuin A, jos B:n
ratkaisevasta algoritmista voidaan johtaa myos A:lle algoritmi. Toisin sanoen ongel-
man A ratkaisemiseksi riittda ratkaista B. Sanotaan, ettd ongelma A palautuu ongel-
maan B.

Esimerkki 4. Edellisessi luvussa méiériteltiin pysidhtymisongelma Ky, jolle (z,y) €
Ky < ¢:(y)|. Tarkastellaan joukon K, diagonaalileikkausta, pysidhtymisongelman
variaatiota

K={zeN| pz(x)l} . (27)

Ongelma K on korkeintaan yhtéd vaikea kuin K, silla ratkaistaessa predikaattia “x €
K” riittdé tarkastaa ehto “(z,z) € Ky”.

m-palautukset. Paitosongelmien palautuvuus voidaan formalisoida eri tavoin. Tar-
kastelemme téssd tyossd ns. vahvoja palautuksia (engl. strong reducibilities), jotka
lopulta osoittautuvat yksinkertaisimmiksi mahdollisiksi palautuksiksi (Luku 6).

Misritelmi 9. Joukko A € N voidaan monta-yhteen® palauttaa (tai lyhyemmin m-
palauttaa) joukkoon B € N, merkitiin A <,, B, jos on olemassa rekursiivinen f: N —
N s.e.

xeA — f(x)eB . (28)

Jos A <, B kuvauksella f: N — N, kirjoitetaan lyhyesti f : A <,,, B. Huomataan heti,
ettd <,,-relaatio on

— Refleksiivinen. A <,,, A, identiteettikuvauksella.
— Transititvinen. Jos f: A<, Bjag: B <,, C,niin go f: A<, C.

Huomautus 2. Palautukset toimivat myos luonnollisella tavalla seuraavasti. Jos f :
A <, B ja B on rekursiivinen (r.n.), niin A on rekursiivinen (r.n.). TAm4 seuraa siité,
ettd xa=xpof (Xa=Xpof)

Esimerkissi 4 néhtiin, ettd z — (x, z) : K <,,, K. Itse asiassa viite pitee kddntidenkin.
Lemma 2. Ky <, K.
9 Funktiot ovat monta-yhteen-relaatioita (engl. many-one relation), koska jokaista kuvajou-

kon alkiota vastaa monta alkiota ldhtopuolella. Terminologia on tédssd hieman kankea, ja
esimerkiksi Sipser [15, luku 5.3] on ottanut kiyttoon termin mapping reducibility.
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Todistus. Maaritellaan osittaisrekursiivinen funktio

17 jOS (Pﬂl(x)(WZ(w))l

2y J0S P (o) (T2(2))/ (29)

1#(%?/) = {

Funktio ¢ kiyttis laskennassaan implisiittisesti funktiota U (Lause 3) simuloidessaan
parametrina saatua ohjelmaa 7 (x). Huom! funktion ¢ arvo ei riipu ollenkaan toisesta
parametristaan y.

Kleenen s-m-n-lause antaa nyt rekursiivisen s : N - N s.e. @) (y) = P(x,y).10
Kun merkitééin lyhyesti z = (z,y), paitellddn

Z:(I,y)GKO — (p”ﬂ(y)‘l' — @Trl(z)(TrQ(Z))l’
= Y(z,5(2))) = 0y (5(2))} = s(z)eK .

Saatiin Ky <,,, K kuvauksella s. O

Koska K <,,, Ko ja K¢ <, K, ongelmat K ja Ky ovat m-palautusten mielessé yhta
vaikeat. Annetaan télle ekvivalenssille oma merkinti: K =, K.

Maisritelma 10. Joukot A, B ¢ N ovat m-ekvivalentteja, merkitiin A =,, B, jos
A<, B ja B<, A.

Mééritelmé 10 on rekursiivisesti invariantti (A = B = A =, B) ja relaatio =, on
todella ekvivalenssirelaatio, kuten <,,-relaation refleksiivisyydestéd ja transitiivisuu-
desta ndhdéén.

Pastosongelmaan A liittyviid ekvivalenssiluokkaa eli m-astetta (engl. m-degree)

merkitdin
dn(A)={BcN | A=, B} . (30)

Kaikkien m-asteiden luokan
D, = {dn(A) | AcN} (31)

rakenne on laskettavuusteorian kannalta oleellinen. Kun laajennetaan <,,-relaatio
luonnollisesti m-asteiden luokkaan D,,, eli méiritellddn d,, (A) < dm(B) < A <
B, saadaan relaatiosta <, lisiksi antisymmetrinen tissi luokassa: jos a,b € D,, ja
pétee a <,;, b ja b <;;, a, niin seuraa a =b.

Kootaan tdhénastiset huomiot yhteen.

Lemma 3. (D,,,<n) on osittain jirjestetty joukko (engl. poset), eli <, on refleksii-
vinen, antisymmetrinen ja transititvinen.

Teknisemmin pétee lisiksi, ettd (D, <,,) on join-puolihila'?, mutta tdmin tyon ta-
voitteen kannalta Lemman 3 luonnehdinta riittas.

Jo triviaalitapaukset osoittavat, ettd on olemassa joukkoja, joita ei voida vertailla
keskendan: @ ¢,, N ja N £, @&. Relaatio <, ei siis ole lineaarinen jarjestys. Mielen-
kiintoisempi tapaus saadaan pysdhtymisongelman kohdalla.

Lemma 4. K, ja K ovat vertailemattomia.

10 Tarkemmin: jos z € N on sellainen, etté cpf) ~ 1) s-m-n-lause antaa rekursiivisen si : N? —
N s.e. cps%(z@)(y) = 1p(z,y). Masritelldsn s(z) = s1(z,z).

1 Taajennus on hyvin méiéritelty. Jos A =, A', B=pym B ja A < B, niin A’ <m A <m B <im
B’, josta A’ <,,, B'.

12 Kahden m-asteen d,,(A) ja d,,(B) pienin yhteinen yliraja on d,(A® B), missi A® B =
{20eN | ze A} u{2z+1eN | z e B}. [4,s. 164]
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Todistus. Ko £m Ko: Jos olisi Ko <m Ko, saataisiin joukosta K, rekursiivisesti nu-

meroituva huomautuksen 2 nojalla, miké on ristiriidassa seurauslauseen 2 kanssa.

Ko £m Kot Jos f: Ko <, Ko, eli © € Ky < f(2) € Ko, on timi yhtipitivid sen

kanssa, etti z ¢ Ko < f(z) ¢ Ko eli € Ky < f(2) € Ky ja ristiriita saadaan
samalla tavalla kun edellisessé tapauksessa.

o

Huomautus 3. Huomautuksen 2 avulla ndhdéaén, ettéd jos A € a € D,,, on rekursiivinen
(r.n.), jokainen B € a on niin ikdén rekursiivinen (r.n.). Tamén vuoksi on mielekéstd
puhua rekursiivisista tai rekursiivisesti numeroituvista m-asteista.

1-palautukset. Aavistuksen verran rajoittuneempi palautustyyppi saadaan, kun
vaaditaan mééritelméssd 9 palautusfunktiolta injektiivisyytté.

Méiritelméd 11. Joukko A € N woidaan yksi-yhteen palauttaa (tai lyhyemmin 1-
palauttaa) joukkoon B ¢ N, merkitiin A <1 B, jos on olemassa rekursiivinen injektio
f:N->N s.e.

xeA — f(x)eB . (32)

Taysin analogisesti m-palautusten kanssa voidaan méaéritella késitteet 1-ekvivalenssi
(1), l-asteet (d1(+)) ja l-asteiden luokka Dy, jolle <; on osittainjirjestys.
Koska 1-palautukset ovat m-palautusten erikoistapauksia, saadaan

A= B = A=, B .

Tamé voidaan tulkita siten, ettd yksi m-aste koostuu useista 1-asteista. Tutkitaan
seuraavaksi 1- ja m-palautusten suhdetta.

3.3 Sylinterit [13, luku 7.6]

On tilanteita, joissa m-palautusta f : A <,, B el voida muokata injektiiviseksi 1-
palautukseksi f’: A <; B. Ongelmia voi tulla siité, ettei joukossa B tai sen komple-
mentissa ole tilaa erotella palautuksen f ei-injektiivisid kohtia a # b, f(a) = f(b), eri
alkioiksi kuvapuolella. Tai voi olla, ettei téata tilaa 16ydetéd rekursiivisesti. Helppona
esimerkkiné

{1,2} <, {3}, mutta {1,2} £1 {3} .

Jos péaitosongelmalla A on sellainen rakenne, etté jokaista sen instanssia “x € A”
kohden voidaan muodostaa jono erilaisia instansseja

“he(0) e A7, “hy(1)e A", “hgz(2)eA”, “h,(3)eA”, ... | (33)
missé h, : N - N on rekursiivinen injektio ja kaikilla y € N
xeAd <« hiy(y)eAd, (34)

m-palautukset B <, A saadaan efektiivisesti muunnettua injektiivisiksi. Tehdééin
tdma tasmallisesti.

Maaritelma 12. Joukko A € N on sylinteri, jos on olemassa C €N s.e.
A =, CoON | (35)
missd joukkojen C' ja N tulo mddritellidn

CeoN=a(CxN)={(z,y)eN | zeC,yeN} . (36)
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Lause 7. Jos A on sylinteri ja B <, A, niin B <1 A.

Todistus. Koska A =1 C @ N, riittda nayttdd B <; C' ® N. Yhi 1-ekvivalenssin nojalla
oletuksesta B <,,, A saadaan f : B <, C ® N, jollekin rekursiiviselle f. Funktio
g:N—->Ns.e.

9(x) = (m(f(x)),z) (37)

on rekursiivinen injektio: jos « # 2/, niin (-, x) # (-, 2’) eli g(z) # g(z"). Toisaalta

xeB <+« f(2)eCo®N <«— (m(f(z)),m(f(z))eCoN
— (m(f(z)),z)eC®N <— g(z)eC®N |

joten g: B <y C®N. m]

Huomautus 4. Jos A=y C®Njeli f: A<y Co®Njag:Ce®N<; A, niin kaavoihin
33-34 liittyvit pohdinnat pétevit funktiolla h,(y) = g({m1 (f(x)),y))-

Esitelldédn sylintereille heti konkreettinen kayttotarkoitus.

Lemma 5. Ky on sylinteri.

Todistus. Osoitetaan Ky =1 Ky ® N. Ensimméinen suunta on helppo: z ~ {z,0) :
Ky <1 Ky ® N. Toiseenkin suuntaan tyot on jo tehty, silld lauseen 2 ¢t-funktio antaa
injektiivisen palautuksen.

((z,y),2) e Ko®N <« (x,y)eKy = (t(z,2),y)eKp .
o

Lemman 2 todistuksessa néhtiin, ettd s : Ky <,,, K, mutta koska s oli saatu lauseel-
la 4, s on injektio ja pétee edelleen Ky <3 K. Liséksi tiedetddn dskeisen lemman pe-
rusteella (tai suoraan esimerkin 4 palautuksellakin), etti K <; Kj, joten saadaan
seurauslause:

Seuraus 3. K =1 Ky ja molemmat K ja Ky ovat sylintereitd.

3.4 Taydelliset joukot
Mitké rekursiivisesti numeroituvat padtosongelmat ovat vaikeimpia? Pyséhtymison-

gelma K| osoittautuu téassdkin pohdinnassa keskeiseksi, nimittdin Ky on vahintadn
yhté vaikea kuin miké tahansa r.n. ongelma.

Lause 8. Olkoon B € N rekursiivisesti numeroituva. Talloin B <, Kj.
Todistus. Jos B on r.n., B =W, jollekin x € N. Nyt
yeB <= yeW, = @@l <= (29 ek,
joten y — (x,y) : B <, Kop. o

Maiéritelmé 13. Rekursiivisesti numeroituva joukko A ¢ N on m-tédydellinen (1-
téydellinen), jos jokainen r.n. joukko voidaan m-palauttaa (1-palauttaa) sithen.
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Joukko K on m-téiydellinen ja koska K =, Ko, myos K on. Itse asiassa m-aste d, (K)
siséltdd tasan m-tdydelliset joukot ja se on maksimi rekursiivisesti numeroituvien
m-asteiden luokassa. Merkitdén tatd m-tdydellisten joukkojen m-astetta symbolilla
0, =dn(K).

Analysoidaan lopuksi D,,,-luokan rakennetta rekursiivisesti numeroituvien jouk-
kojen osalta. Tahén mennessd tiedetdin, etta

A=B = A= B ja A= B = A=, B,
eli 1-asteet koostuvat isomorfiatyypeistd ja m-asteet koostuvat 1-asteista. Koska kai-
kille joukoille A pitee!3 A=, A®N, on A®N ed,,(A4) ja koska A® N on sylinteri,
kaikille B € d,,,(A) saadaan B <; A® N. Téamé tarkoittaa sité, etté jokaisen m-asteen
d;n (A) siséllid on maksimi 1-aste dq (A ® N) relaation <; suhteen.

Rekursiiviset joukot jakaantuvat kolmeen m-asteeseen. Loytyy kaksi triviaalita-
pausta, o = d,, (@) = {@} ja n =d,,,(N) = {N}, ja loput rekursiiviset joukot asettuvat
m-asteeseen, jonka edustajaksi kelpaa esimerkiksi joukko {1} (jolloin x4 : A <, {1}),
merkitddn 0, = d,,, ({1}).

Onko olemassa muita rekursiivisesti numeroituvia m-asteita jo lueteltujen o, n, 0,
ja 0], liséiksi? Téllaisia rekursiivisesti numeroituvia, ei-rekursiivisia ja ei-m-téydellisid
joukkoja on olemassa, mutta niiden konstruoiminen on hieman teknisté, eikéd n#itéa
esiinny luonnollisesti klassisissa sovelluksissa [10]. Helpoimpana esimerkkiné toimivat
Postin ns. yksinkertaiset joukot'*, joiden m-asteet sijoittuvat asteiden 0,, ja 0!, vilille
[5, Post 1944].

Kuvaan 2 on hahmoteltu m-asteiden D,,, rakennetta, missd harmaaksi véritetylle
alueelle asettuvat asteista o,n,0,, ja 0], poikkeavat r.n. m-asteet.

Luvuissa 5 ja 6 yksinkertaistetaan joitain tédssd mé&ériteltyja késitteitd. Jéatetddn
kuitenkin palautuvuustarkastelut hetkeksi ja ldhdetddn seuraavassa luvussa tutki-
maan ratkeavuuskysymyksid matemaattisessa logiikassa, josta lopulta luovien jouk-
kojen kisite kumpuaa luonnollisesti.

4  OTTEITA MATEMAATTISESTA LOGIIKASTA

David Hilbertin johtaman koulukunnan tavoitteena oli 1920-luvulla perustaa klassi-
nen matematiikka tédsmaélliselle ja ristiriidattomalle formalismille. Cantorin tuomista
darettomyyden késitteistd oli nimittdin 1900-luvun vaihteessa 16ytynyt huolestusta
herattidvia paradokseja, jotka uhkasivat horjuttaa matematiikan perusteita. Hilbertin
ohjelman tarkoituksena oli kitked ndmé& ongelmakohtien aiheuttajat (mééritelmien
monitulkinnallisuudet ja luonnollisen kielen epaméériisyydet) pois matemaattisesta
péaattelystd. Ratkaisuyritteend oli kehittdd formaali kieli, jossa matematiikan todis-
tuksia voitaisiin johtaa &érellisin menetelmin, eli mekaanisesti, ilman ulkopuolista
tulkintaa.

Ensimmaisen kertaluvun predikaattilogiikka antaa pohjan téllaisille paattelyjarjes-
telmille. Esimerkiksi moderni lihtokohta joukko-opille on Zermelon-Fraenkelin (ZF)
aksiomatisointi, joka on ensimmaéisen kertaluvun teoria. [3]

Loogisilta teorioiltal® T vaaditaan kaksi keskeists ominaisuutta.

B2 (2,00 A<, AoNjam AN, A

1 Yksinkertaiset joukot ovat sellaisia r.n. joukkoja, joilla on #iretén komplementti, joka ei
sisdlld ainuttakaan ddretontd r.n. joukkoa.

15 Predikaattilogiikassa teoriat T ovat yksinkertaisesti predikaattilogiikan lauseista koostuvia
aksioomajoukkoja.
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ei-r.n.
m-asteet

r.n.
m-asteita

© ©

Kuva 2. m-asteiden osittain jirjestetyn joukon (D,,<m) rakenne. Rekursiivisesti numeroi-
tuvia m-asteita ovat o, n, 0., ja 0), sekd harmaalle alueelle jéivit asteet a, joille 0, < a <
0;,. Asteet 0y, ja d, (K) ovat keskendén vertailemattomia. (Kirjasta [4, s. 163].)

T1. Virheettomyys. Teoria ei saa todistaa ristiriitoja.
Kaikille lauseille o, T # o A -0
T2. Tdydellisyys. Teorian tulee ottaa kantaa jokaisen lauseen totuuteen.
Kaikille lauseille o, T+o tai T+ -0

Kurt Godel osoitti vuonna 1931 [5, Godel 1931], ettd kaikki matemaattisesti mie-
lenkiintoiset péittelyjirjestelmiit ovat oleellisella tavalla epitiydellisid (eiviit toteuta
ehtoja T1-T2 yhtéaikaisesti). Seurataan Godelin esimerkkié ja katsotaan, miksei ma-
tematiikan formalisointi tule onnistumaan Hilbertin mieless.

Seuraavassa oletetaan ensimméisen kertaluvun predikaattilogiikan perusteet tun-
netuiksi ja kiytetddn pitkélti Logiikka tietotekniikassa: perusteet -kurssilta [8] tuttua
terminologiaa.

4.1 Lukuteorian standardimalli

Jokaisen matematiikkaa formalisoivan teorian tulisi vahintdan pystyd kuvaamaan
luonnollisten lukujen rakennetta.

ZF-teoriassa luonnolliset luvut rakennetaan epésuorasti joukkojen avulla, mutta
esimerkiksi Peanon aritmetiikka (PA) antaa suoraan aksioomat lukuteorian aakkoston
Ly = {+,%,0,1} symbolien'® manipuloinnille, miss# teorian mallien universumien
ajatellaan koostuvan luonnollisista luvuista.

L ar-struktuuri

N =(N,+,x,0,1) ,

16 Tassd “+” ja “x” ovat kahden muuttujan funktiosymboleita, “0” ja “1” vakiosymboleita.



19

misséd aakkoston £ symboleille on annettu tavalliset tulkinnat luonnollisten lukujen
joukossa, on lukuteorian standardimalli ja samalla Peanon aritmetiikan (erés) malli.

Olemassaolevien teorioiden (PA, ZF) yksityiskohdat eivét ole tiissé tarkasteltujen
tuloksien kannalta oleellisia. Tavoitteena on selventié, miksei mikadn hyviksyttava
teoria (esim. PA tai ZF) voi tédysin mallintaa struktuurin A rakennetta predikaatti-
logiikan tarjoamalla ilmaisuvoimalla.

4.2 Aksiomatisoituvat teoriat
Jos valitaan teoriaksi T lukuteorian standardimallissa todet Lar-lauseet, eli
T=ThN={c| oon Ly-lause ja N o} ,

saadaan triviaalisti ehdot T1-T2 toteuttava teoria. Tama4 ei kuitenkaan ole Hilbertin
mielessé tyydyttavé ratkaisu: ei ole ilmeistéd kuinka annetulle £ ar-lauseelle o voitaisiin
paattiaa kumpi viitteista “o € T” vaiko “o ¢ T” pétee.

Téssd kohtaa luvun 2 tarkastelut ohjaavat mielekkéddseen méaritelméan. Muis-
tetaan, ettd merkkijonoihin o voidaan liittdd Godel-luku [o] € N kaavan 5 tapaan.
Kiinnitetédn predikaattilogiikan kieli, eli £ar-kaavojen joukko

Ly ={o | o0 on Ly-kaava} (38)
ja sille jokin Gédel-numerointi [-]: L3, - N.

Maiédritelmé 14. [9, s. 18] Teoria T on (rekursiivisesti) aksiomatisoituva jos on ole-
massa teoria S s.e. joukko

[S]={[o]eN | oes)

on rekursiivinen ja S aksiomatisoi T':n, eli Cn S = Cn T.17 Sanotaan lisiksi, etti
teoria T on ratkeava, jos [Cn T'| on rekursitvinen.

Jotta teoria T olisi aksiomatisoituva, vaaditaan, ettd 16ytyy jokin rekursiivinen
joukko aksioomia S, josta kaikki teorian T seuraukset ovat johdettavissa. Téssd on
Churchin-Turingin teesiin nojautuen kirjoitettu auki se vaatimus, mink& Hilbert in-
tuitiivisesti vaati paattelyjarjestelmiltaén.

Predikaattilogiikan pasttelysiasnnot'® ovat lisiksi sellaiset, ettéd niitéd voidaan so-
veltaa mekaanisesti (eli rekursiivisesti). Kddntden voitaisiin vaatia, ettd miké tahan-
sa hyviksyttdva looginen péittelyjirjestelmé on sellainen, joka toimii laskettavia
sdantoja noudattaen.

Godelin alkuperiisessi artikkelissa johdettiin Principia Mathematica (PM) -jér-
jestelmén johdannaiselle formalismille seuraavat tulokset, jotka modernissa lasketta-
vuusteorian késittelyssé voitaisiin ottaa aikaisempien huomioiden nojalla melkeinpa
annettuina. Otetaan kdyttoon lyhennysmerkintji L£a-termeille.

Maééaritelmé 15. Olkoon n € N. Merkitiin n =1+ 1+ +1¢€ Ly (n kpl).'9 Niin
Lar-termin n tulkinta struktuurissa N on juuri luku n.

7 Teoriasta T todistuvien lauseiden joukko on Cn T' = {o | T+ o}.

'8 Luentomonisteessa [8] esitelldin semanttisten taulujen menetelmii. Lihteissd [9; 17]
kiytetddn perinteisempid Hilbertin mallisia péaéttelysaantoja.

9 Tgsmillisemmin +(1, +(1, -+ (1,0)--)).
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Lemma 6. Olkoon S Ly-teoria, jolle [S] on rekursiivinen. Seuraavat luonnollisia
lukuja koskevat predikaatit ovat rekursiivisia.?"

Prfs(a,b) < b koodaa todistuksen teoriasta S lauseelle, jonka
SY Godel-luku on a.

a on Godel-luku kaavalle, joka saadaan sijoittamalla
b:n koodaaman kaavan vapaisiin muuttujiin termi c.

Sub(a,b,c) <—

Todistus. Hahmotellaan tilannetta predikaattilogiikan tapauksessa.

— Prfg(a,b): Todistus on on direllinen £ar-kaavajono, joka péittyy lauseeseen miké
oli todistettavissa. (Jonoja voidaan koodata funktiolla 7, s. 5.) Jonon jokainen
kaava o on joko

1. S:n aksiooma, jolloin predikaatti “[o] € [S]” on oletuksen nojalla ratkeava.

2. predikaattilogiikan aksiooma, jolloin se voidaan myo6s tunnistaa rekursiivisesti.

3. saatu piittelysddnnolla (esim. modus ponens) jonon aiemmista kaavoista,
mik& on niin ikd&dn rekursiivista.

— Sub(a, b, c): Kdyddan lapi merkkijonoa, jonka Godel-luku on b, ja korvataan kaik-
ki vapaat muuttujaesiintymét termilld c. Lopuksi verrataan saadun merkkijonon
Godel-lukua lukuun a. o

Predikaatin Prfg(a,b) rekursiivisuus vastaa tdsmélleen Hilbertin toiveita: kun jo-
ku viittda todistaneensa uuden matemaattisen tuloksen, formaalin todistuksen oi-
keellisuus tulisi voida mekaanisesti tarkistaa.

Projisoimalla saadaan

Lause 9. Jos T on aksiomatisoituva, joukko [Cn T'| on rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Olkoon S sellainen, ettéd [S] on rekursiivinen ja Cn S = Cn T'. Edellisen
lemman nojalla Prfg(a,b) on rekursiivinen. Nyt jos [o] on kaavan o Gédel-luku,
péatee

3b: Prfg([o],b) <= Sro <= oeCnS
«— o0eCnT <= Jo]le[CnT],

mistd ndhddén projektiolauseen (Lemma 1, kohta 4) perusteella, ettd [Cn T'] on r.n..
o
4.3 Maariteltivyys lukuteoriassa

Kuinka ilmaisuvoimainen predikaattilogiikan kieli on? Muotoillaan kysymys toisin:
millaiset rakenteet ovat mdadriteltivissd predikaattilogiikan kielelld?

Maéiritelmi 16. Relaatio X ¢ N™ on méériteltivi lukuteorian standardimallissa
N, jos on olemassa Lar-kaava o(vy,...,v,), jolle pitee

(1,...,2p) € X <~ Neo(zy,...,zn) - (39)
Esimerkki 5. Alkulukujen joukko on méariteltava.
ponalkuluku <= NE3Ik:(2+k=p)AaVnVYm:(nxm=p->(n=1vm=1)) .

20 Ttse asiassa Godel osoitti predikaatit primitiivirekursiivisiksi (s. 3, H2). Vuonna 1931 re-
kursiivisten funktioiden kisite ei ollut vield muotoutunut.
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Funktiot f: N" - N ovat relaatioita, f ¢ N® x N = N**! joten voidaan puhua myds
funktioiden médriteltdvyydesta.
Esitelladn aputulos, jonka todistus vaatii hieman lukuteoreettista huolenpitoa.

Lemma 7 (Gédelin g-funktiolemma). On olemassa struktuurissa N middiriteltivi
funktio 8 : N?> - N s.e. kaikille n € N ja kaikille jonoille (x,...,z,-1) € N" loytyy
zeN s.e. 8(z,1) = a;, katkilla 0 <i<n-1.

Todistus. Liitteeni. O

Lemman g-funktio purkaa &dérellisten jonojen koodeja samalla tavalla kuin luvun
2 m*-funktion kédénteiskuvaus, mutta nidin muotoiltuna se on helpompi ottaa kiyttoon
seuraavassa tirkeédssd tuloksessa.

Lause 10. Osittaisrekursiiviset funktiot ovat mdadriteltdvid lukuteoriassa.

Todistus. Kéayddan ldpi mééritelmé 2 ja ndytetddn, ettd midriteltdvien funktioiden
luokka siséltéd ldhtofunktiot (R1) ja on suljettu operaatioiden R2-R4 suhteen.

R1. Lahtofunktiot ovat médriteltavia.
Z(x)=y <= Nr0=y
S(z)=y <= NEez+l=y

Priv(zy,...,xp) =y < N'=$_m=g

R2. Oletetaan, etté kaavat oy (v1,. .., Um,u) ja or, (v1,...,0,,u), 0 <i<m, midritte-
levit osittaisfunktiot ¢ : N™ - N ja 7; : N* — N. Télloin kaava oy, (v1,. .., U, u)
s.e.

0p(Vi,.. op,u) = Fzi3zm (0 (V1,0 Un, 21) A Aoy, (V1,00 Un sy Zin)
ANoy(21,. ., Zm,u))
médrittelee osittaisfunktion () ~ (71(Z), ..., 7m(Z)).

R3. Oletetaan, ettd kaavat oy(v1,...,vn,u) ja o-(t1,t2,01,...,0,,u) médrittelevit
osittaisfunktiot ¢ : N® - N ja 7 : N**2 - N. Olkoon ¢ : N**! N saatu niisti
rekursiolla:

{ ©(0,2) = ¥()
e(y+1,2) = 7(y,9(y, %), )
Sovelletaan lemman 7 3-funktiota kirjoitettaessa kaavaa o, (t,v1,...,v2,u). Et-
sitdén jonon (p(0,2),p(1,),...,9o(t,7)) koodaavaa lukua z, jonka avulla voi-

daan tarkastaa arvon o(t,2) laskennan oikeellisuus. Ilmeisilld lyhennysmerkin-
nsilla saadaan?!

oo(t,v1,...,0,u) = 3Fz:(op(vi,...,vn,3(2,0)) A
Vy<t:o:(y,6(2,9),01,. ., 00, B(2,y +1)) A
B(z,t) =u)

joka méérittelee funktion .

2 Jos og(v1,v2,u) madrittelee funktion G, ylla on kirjoitettu esimerkiksi o5(2, t,u) muodossa
B(z,t) =u ja 3k: (05(2,0,k) Aoy (v1,...,Un, k)) muodossa oy (v1,...,vn, 3(2,0)). Lisdksi
lyhennys Vy < t: (---) voidaan laventaa kaavaksi Vy: (y <t — (--)), missé y < ¢ tarkoittaa
A:(y+l=t)A=(y=1).
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R4. Oletetaan, ettd kaava oy (t,v1,. . .,v,,u) méirittelee osittaisfunktion ¢ : N**1 —
N. Jos osittaisfunktio ¢ : N® - N on saatu minimalisaatiolla

p(@) = py( Vz<y:9(z,@)0 A Y(y,2)=0 ),
funktion mééritteleva kaava o, saadaan (lyhennysmerkinnoilld) seuraavasti:

0p(V1,. .. 0p,u) = Vh<u:3z#0:0u(k,v1,...,0n,2) A

oy (u,v1,...,p,0)
i
Esimerkki 6. Jos A+ @ on r.n. joukko eli A =Im f, saadaan lauseen 10 avulla kaava
oa(z) =3y os(y,x) ,
jolloin z € A < N = o4(z).

Lukuteorian L ar-lauseilla voidaan siis viitata laskettavuusteorian késitteistoon.
Téama ilmaisuvoima osoittautuu ongelmalliseksi, kun lukuteoriaa pyritdéan rekursiivi-
sesti aksiomatisoimaan.

4.4 Godelin epétiydellisyyslause

Padttelyjarjestelmét noudattavat laskettavia sddntoja ja ndmé sdannot ovat méaritel-
tavissa lukuteoriassa: sanotaan, ettéd paattelyjarjestelmien toiminta on néin aritmeti-
soitu. Seuraava kaavio kuvaa tilannetta.

Rekursiiviset ovat médriteltdvi Lukuteorian
funktiot standardimalli
padttelysdannot kuvatt;m A&ksiomatisoitavissa?
Padttelyjarjestelméat

Godelin neronleimaus oli kayttéda formaalin kielen ilmaisuvoimaa itsedén vastaan
ja konstruoida Lar-lause G, joka viittaa itseensi ja jonka tulkinta luonnolliselle kielelle
kuuluu

G = “Tdmd lause ei ole todistettavissa teoriasta T7 |

missé G voidaan konstruoida mille tahansa aksiomatisoituvalle teorialle T'. Lause G
saadaan ns. Gddelin kiintopistelauseen [9, s. 19] sovelluksena.

Lause 11. [5, Godel 1931] Olkoon T aksiomatisoituva. On olemassa Lpr-lause G s.e.
NEeG — TwG . (40)

Todistus. Kun T on aksiomatisoituva, lauseen 9 nojalla [Cn T'] on r.n., joten olkoon
(esimerkin 6 avulla) ¢(x) = =ojc, 71(2). Kaikille £yr-kaavoille o pétee

NEe¢(o]) <= Ne-ocar(o]) <= Neocnr(a])
— [o]¢[CuT|] <= o0¢CnT <= Tro.
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Muistetaan, ettd lemman 6 Sub(a,b,c)-predikaatti on rekursiivinen, joten olkoon
osub(v1,v2,v3) sen méidrittelevd La-kaava. Tarkastellaan kaavaa

G(y) =dx: (QS(.T) A USub(‘ra:%y)) )
jonka tulkinta luonnolliselle kielelle voisi olla

“Lause, joka on saatu y:n koodaamasta kaavasta vapaat
muuttujat termilld y korvaten, ei ole todistuva T':sti”

Gly) =
Madritellién lopulta lause G:

G = G(EWD = 3z:(8(x) nosw(z, [GW)].[GW]) -

G on saatu kaavasta G(y) vapaat muuttujat termilli [G ()] korvaten—mutta téiméhin
tarkoittaa juuri sitd, ettd Sub([G],[G(v)],[G(y)]) pétee!

z=[G] <= Sub(z,[CW)].ICW)]) = NEosw(z,[GWI][GH])

Siispé tulos saadaan pééttelemélld

NEG — NE3z: (d)(a:)/\asub(a:,[é(y)],[é(_y)]))
= jollakinzeN: Neg(x) ja NrEosw(z[GW)][GCH)
— jollakin ze N: N Eg¢(z) ja z=[G]
— TG

O

Seuraus 4 (Gddelin 1. epidtiydellisyyslause). Teoria Th N ei ole aksiomatisoi-
tuva.

Todistus. Olkoon T miké tahansa rekursiivisesti aksiomatisoituva Lar-teoria. Kon-
struoidaan Lar-lause G kuten ylla. Kaksi tapausta:

1. T+ G: Lause G todistuu teoriasta T', mutta on silloin epétosi lukuteorian stan-
dardimallissa ja tdlloin T todistaa epétosia vaittamié!

GeCnT~Th NN = CnT#+ThN
2. T v G: Téllgin lause G on tosi viite, mutta T ei todista sita.
GeTh N\CnT — CnT=#ThN

Teorioille, jotka todistavat vain tosia lauseita, patee lisdksi T # —G. T&ll6in sano-
taan, ettd lause G on ritppumaton teoriasta T
m|

Godelin lause on matemaattisen logiikan merkittévin tulos. Sen katsotaan romah-
duttaneen Hilbertin ohjelman: mistdén aksiomatisoinnista ei voida johtaa kaikkia ma-
tematiikan totuuksia ja vain niita. Téssd Godelin lause muotoiltiin predikaattilogiikan
L ar-teorioille; usein se esitetddn yleisemmassidkin muodossa:

Mikéaén virheeton pééttelyjéarjestelmé, joka kykenee késitteleméaéin aritmetiik-
kaa, ei ole tiydellinen. [6, s. 16]
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Vaikka Godelin G-lause on keinotekoisesti rakennettu, filosofisen merkityksensé
liséiksi lause koskettaa matemaatikkoja kédytéannossikin. Esimerkiksi Zermelon-Fraen-
kelin aksiomatisoinnin epéatdydellisyys tulee vastaan jo yksinkertaisia olemassaoloky-
symyksid pohdittaessa, silld ns. valinta-aksiooma (engl. axiom of choice) on riippu-
maton ZF-aksioomista. Jos ZF-teoriaan lisétéén valinta-aksiooma (ZFC), Gédelin tu-
los takaa téssékin jéarjestelméssé riippumattomien viitteiden olemassaolon. Edelleen
Cantorilta ratkaisematta jdédneen ongelman, kontinuumihypoteesin, todisti ZFC:sté
riippumattomaksi Paul Cohen. [3]

4.5 Produktiiviset joukot

Edelld nihtiin, ettd jokainen yrite T aksiomatisoida lukuteoria epédonnistuu. Olipa
T millainen tahansa, ajatellaan, ettd téllainen aksiomatisointiyritys voidaan antaa
rekursiivisesti numeroituvan joukon indeksind z, s.e. [Cn T'| = W,. Jos T todistaa
vain tosia vaittdmis (Cn T ¢ Th N), voidaan konstruoida Lar-lause G, joka on tosi
(G € Th N) mutta ei todistuva (G ¢ Cn T'):

Godelin konstruktio

Annettuna x s.e. W, € [Th N

[G]e[Th N~ W,

Tosien lauseiden joukko on efektiivisesti ei-rekursiivisesti numeroituva, silld kuvaus,
joka muodostaa annetusta r.n. aksiomatisoinnista W, siitd riippumattoman lauseen
G, eli kuvaus z ~ [G], on mekaanisesti laskettavissa. Vield kerran: vastaesimerk-
ki, joka on todiste aksioomien vaillinaisuudelle, voidaan muodostaa konstruktiivisesti
lahtemalld aksioomista. Formalisoidaan tadmé.

Maéritelma 17. Joukko A € N on produktiivinen, jos on olemassa osittaisrekursii-
vinen funktio p: N - N s.e.

WycA = p(x)l  ja  p(x)e ANW, .

Joukko [Th N'| on produktiivinen ja sen produktiofunktio p saadaan seuraamalla to-
distuksen 11 vaiheita. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 3.
Viedédin tatd abstraktiota eteenpéin seuraavassa luvussa.

5 LUOVAT JOUKOT

Luvuissa 2 ja 3 nihtiin, ettd joukko K (tai Kj) on rekursiivisesti numeroituva mutta
ei rekursiivinen. Lisdksi pasteltiin, ettd K:n komplementti K ei voi olla r.n., koska se
tekisi joukosta K rekursiivisen.
Oletetaan, ettd r.n. joukko W, luettelee joukon K alkioita, eli W, ¢ K. Koska
K + W,, tiytyy jokin alkio k € K \ W, jiaddi luettelematta. Joukon K méiritelmsn
perusteella
reW, <= ¢.(v)) <= x¢K, (41)

joten jos x € W, olisi W, ¢ K vastoin oletusta, eli tiytyy olla = ¢ W, ja € K. Saatiin
kaikille x: - -
W,e K =— zeK\W, . (42)

Luku  on itsessiin konkreettinen todiste tosiasialle W, # K, ja siten K on produk-
tiivinen produktiofunktiolla p(x) = x. Sanotaan, etti K on luova.

Maééritelmé 18. [5, Post 1944] Rekursiivisesti numeroituva joukko A €N on luova,
jos A on produktiivinen.



25

Kuva 3. Lukuteorian tosien lauseiden joukko Th A (tai tarkemmin [Th N') on produktii-
vinen: jokaisesta sen rekursiivisesti numeroituvasta osajoukosta Cn T' (misséd T aksiomatisoi
Cn T:n), voidaan produktiofunktiolla p laskea uusi alkio G, jolle G € Th N'\ Cn T

5.1 Luovien joukkojen ominaisuuksia

Aluksi on helppo néhdé, ettei mikéén luova joukko A voi olla rekursiivinen, koska
joukon komplementti A ei ole produktiivisena joukkona rekursiivisesti numeroituva.
Vaikka A ei ole r.n., sille saadaan rakennettua déreton r.n. osajoukko.

Lause 12. Olkoon A c N luova. On olemassa ddreton r.n. joukko B s.e. B ¢ A.

Todistus. Olkoon p : N — N produktiivinen osittaisrekursiivinen funktio joukolle
A. Tietenkin @ ¢ A, joten jos e; € N on tyhjin funktion indeksi (W,, = @), saa-
daan p(e;) € AN W,,. Edelleen {p(e;)} € A, joten kun es € N on sellainen, etti
We, = {p(e1)} saadaan uusi alkio p(ez) € A\ W, ja joukko {p(e1),p(e2)} € A.
Seuraavaksi etsitddn es € N, jolle W, = {p(e1),p(e2)}, ja sovelletaan taas pro-
duktiofunktiota. Kuvattu prosessi on mekaaninen ja néin jatkamalla syntyy &ireton
B={p(e1),p(e2),p(e3),...} € A.

Muodollisempi johto on annettu liitteené. ]

Tamé tulos kertoo muun muassa sen, etteivit luovat joukot voi olla yksinkertaisia
joukkoja Postin mielessd (s. 17). Lisdksi koska edellinen tulos péitee mille tahansa
produktiiviselle joukolle, sen voi tulkita pédttelyjédrjestelmien tapauksessa niinkin,
ettd aksiomatisoituja teorioita T € Th N voidaan laajentaa lisddmélls diretén masra
uusia aksioomia rekursiivisesti numeroituvalla tavalla. Tét4 asiaa tutki mm. Turing
(1939) [5].

Seuraavaksi tavoitteena on néyttia:

Lause 13. Jos A< N on luova, B ¢ N rekursiivisesti numeroituva ja A <., B, joukko
B on myds luova.

Tarvitaan kuitenkin ensin apuvéite:

Lemma 8. Jos f: N — N on osittaisrekursiivinen funktio, on olemassa rekursiivinen
h:N—-N s.e. Wh(:r) = f_l(Wz).
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Todistus. Kun f:N - N on annettu, méritellizn ¢ : N> - N s.e.

L, jos f(y) e W,

2, muulloin

P(x,y) = { (43)

Koska predikaatti “f(y) € W,” (<> (¢z o f)(y)}) on r.n., 1 on laskettava. Kleenen s-
m-n-lause antaa funktion h: N — N s.e. 0p(,)(y) = ¥(2,y), mikd madrittelyjoukkojen
puolella tarkoittaa

Wh(z) = Dom @y 5y = Dom 1)(z,-) = Dom ¢, 0 f = f’l(Wm) .
|

Todistus (Lauseelle 13). Olkoon A luova produktiofunktiolla p, B r.n. ja f: A<, B.
Koska B on jo oletuksen nojalla r.n., riittés ndyttés joukko B produktiiviseksi.

Viitetidsin, ettd f o p o h on produktiofunktio B:lle, missi h : N - N on saatu
edelliselld lemmalla funktiosta f. Kaavio selventénee.

h

Wh(x) cA W, c B

p fopoh

(poh)(z) € AN Wi (fopoh)(z)e BNW,

1. Olkoon W, ¢ B. Joukko f~1(W,) on joukon A r.n. osajoukko, koska f on palautus.
Joukon f~1(W,) indeksi h(z) saatiin efektiivisesti edellisells lemmalla.

2. Nyt f~1(W,) = W) € A, joten kiiytetdiin A produktiofunktiota ja saadaan
p(h(x)) € A, mutta p(h(x)) ¢ Wi(a)- B

3. Kiytetiin vield palautusta f, jolloin f(p(h(x))) € B. Jos olisi f(p(h(x))) € Wy,
niin olisi myds p(h(z)) € fH (W) = Wy (a, ristiriita. Siis f(p(h(z))) ¢ W, ja
saatiin funktiosta f o p o h produktiofunktio joukolle B.

O

Askeinen tulos kertoo, ettd luovuus periytyy ylospiin rekursiivisesti numeroituvien
joukkojen luokassa osittainjirjestyksen <, suhteen. Koska K on luova ja se voidaan
palauttaa mihin tahansa m-tédydelliseen joukkoon, saadaan seurauslause

Seuraus 5. A on m-tiydellinen = A on luova.

Tamén luvun yksi tavoite on ndyttad, ettéd tassd implikaatio patee toiseenkin suun-
taan.

5.2 Kleenen kiintopistelause

Godelin G-lauseen konstruktiossa kiytettiin implisiittisesti yleisempéai periaatetta,
Godelin kiintopistelausetta, jolla mille tahansa yhden vapaan muuttujan £a-kaavalle
¢(x) voidaan rakentaa Lar-lause o, jolle pitee

NEeo — NEeo(o]) .

eli o viittad “Tamén lauseen Godel-luvulla on lukuteoreettinen ominaisuus ¢”. Lause
o on niin médritelty itseviittaavasti.
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Laskettavuusteorian analogia télle on Kleenen kiintopistelause tai rekursiolause.
Sen avulla osittaisrekursiivisia funktioita voidaan mééritelld itseviittaavasti siind mie-
lessd, ettd funktion mé&dritelméssd saadaan viitata funktion omaan Godel-lukuun.
Viitteen voi tulkita my0s niin, ettd laskettavalla ohjelmalla on t&lla tavalla péaidsy
omaan ldhdekoodiinsa.

Lause voidaan esittdd monilla eri tavoilla. Kéytetddn tassd tyon jatkon kannalta
riittdvad muotoilua.

Lause 14 (Kleenen kiintopistelause). Olkoon ¢ : N® — N osittaisrekursiivinen
funktio. On olemassa rekursiivinen injektio k: N - N s.e. kaikilla x,z € N:

Pr(x) (Z) = Qb(k(.’b)“’t, Z) .
Todistus. [13, luku 11.2] Madritelldin osittaisrekursiivinen 7: N® - N seuraavasti

90[10512)(%35)(’2)7 jOS 901(12) (U,I)J,

(44)
7, jos (P (u,x)]

T(u,2,2) = {

Voidaan merkitd lyhyesti 7(u,x, 2) ~ L@, w)(z), kun lausekkeella P @ () tarkoi-

tetaan funktiota joka hajaantuu, jos @&2) (u, ) hajaantuu tai jos gaq(?) (u,x) =i suppe-

nee ja ¢; hajaantuu. Olkoon h: N? — N sellainen injektio, etti Oh(u,e)(2) = T(u,, 2)
(s-m-n-lauseella). Téhén mennessi ollaan saatu

Ph(u,z) = SO«/JSf)(u,J:) . (45)

Olkoon sitten 1 : N® - N annettuna ja konstruoidaan k : N - N. Ensin olkoon
5:N?2 > Ns.e.

(ps(:c,y)(z) = 1/J($7ya Z) (46)
ja v € N funktion (u,z) = s(h(u,z),z) Godel-luku,
o3 (u,2) = s(h(u,x),) . (47)
Nyt
k(x) = h(v,x) (48)

on totaali rekursiivinen injektio, koska funktio h on. Tarkistetaan, ettd tdmé todella
toteuttaa véittdman:

Pr(x) (z) = (Ph(v,x)(z) = 50¢£,2)(U7z)(z)
= st(h(v,x),x)(z) = @s(k(x),x)('z) = 1/1(79(55),9072)
O

Esimerkki 7. Lauseella 13 saataisiin produktiofunktio joukolle K suoraan palautuk-
sen K <, K kautta, mutta kokeillaan konstruoida téllainen kiintopistelauseen avulla.

Méaritelldan (.2)
1, jos (x,z)eW,
Y(z,y,2) = . ! (49)
~, muulloin
jolloin kayttamélla kiintopistelausetta saadaan k: N - N s.e.
1, jos (k(z),z) e W,
Pr(z) (2) 2 Y(k(x),2,2) = . (50)
~,  muulloin
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Nythén ¢y, (0) l< (k(z),0) € W, eli kun W, ¢ Ky on annettu, funktio, jonka
indeksi on k(z), kysyy laskentansa aikana joukolta W, “Hajaantuuko ohjelman k(x)
laskenta?” tai toisin sanoen “Hajaantuuko tdmin ohjelman laskenta?”. Ohjelma k(x)
todella hajaantuu esimerkiksi syotteelld 0, mutta W, ei pysty kertomaan téta: jos
olisi (k(x),0) € W, ohjelma k(x) saisi tdmén selville ja pysihtyisi heti. Siis (k(z),0) €
Ko~ W, ja kuvaus p(z) = {(k(x),0) on produktiofunktio joukolle Kj.

Jos haetaan analogiaa edellisen luvun tarkasteluiden kanssa, voitaisiin sanoa, etté
lause “(k(z),0) € K,” on tosi viite, joka ei kuitenkaan ole todistuva aksiomatisoinnista
W,, joka todistaa vain tosia viittamii (W, ¢ Ko).

5.3 Luovien joukkojen 1-tdydellisyys
Aloitetaan tekniselld lemmalla.

Lemma 9. Luovien joukkojen mddritelmdssd 18 voidaan osittaisrekursiivinen pro-
duktiofunktio p : N - N korvata injektiiviselld rekursiivisella produktiofunktiolla p :
N-N.

Todistus. Konstruoidaan annetusta osittaisrekursiivisesta produktiofunktiosta p ensin
totaalinen produktiofunktio p’ ja lopuksi tiydennetiin se injektiiviseksi funktioksi p.

Olkoon A luova, p : N - N produktiofunktio sen komplementille ja W, annet-
tuna. Kuvaillaan rekursiivisen funktion p’ : N — N laskenta epidmuodollisesti. Kaksi
mahdollisuutta.

1. W, ¢ A: Téllsin p(z)! oletuksen nojalla, joten voidaan asettaa p’(z) = p(x).

2. W, ¢ A: W, (# @) ja A (# @) ovat r.n. joukkoja, joten tissi W, nA # @. Listataan
molempien joukkojen alkioita ja jossain vaiheessa 10ydetéidn jokin k € W, n A.
Asetetaan vaikka p’(z) = 0.

Lasketaan kohtia 1 ja 2 rinnakkain. Jompikumpi n#istd prosesseista pysdhtyy en-
simméiseni, joten niin méiritelty p’ on totaali funktio ja yhi produktiofunktio jou-
kolle A.

Jotta produktiofunktiosta saataisiin liséksi injektiivinen, méaritellidn p : N - N
funktion p’ avulla rekursiivisesti: Pohjatapauksena asetetaan p(0) = p’(0). Kun = > 1
on annettu, kuvaillaan funktion arvon p(z) laskenta. Olkoon D = {p(0),p(1),...,p(z-
1)} funktion aiemmat arvot siséltidvi joukko. Jos p'(x) ¢ D, asetetaan p(z) = p'(x).
Muulloin p’(z) = p(7) jollakin 0 < i < x—1, jolloin kdytetddn tuttua tekniikkaa: Otetaan
sellainen ey € N, ettd W,, = {p(i)} ja lasketaan jonon S = {p'(e1),p'(e2),p'(e3),...}
alkioita, missé e,,1 € N valitaan aina siten, etti

We, ={p'(€1),...,p'(en)}

aivan kuten lauseen 12 todistuksessa. Tilanne jakautuu kahteen tapaukseen.

1. Jos oli W, ¢ A eli p’(z) = p(i) € A, jonoa S laskemalla 16ydetiin lopulta kiypi
p'(en) € ANW,, missi p'(exy) ¢ D ja N < |D|+1, koska jonon S alkiot ovat
keskenéifin erisuuria. Asetetaan p(z) = p'(en).

2. Toisaalta jos W, ¢ A eli p(i) ¢ A, on mahdollista ettd jonon S laskennassa
tormétiadn kahteen yhtisuureen alkioon. Jos néin kiy, tiedetéin siis, ettd W, ¢ A
ja funktion arvoksi p(z) voidaan valita mitd tahansa, kunhan ei rikota funktion

injektiivisyytti, esimerkiksi p(x) = max D + 1.

Niin rakennettuna funktio p on lopulta injektiivinen kaikilla = € N ja toteuttaa pro-
duktiofunktion vaatimukset. o
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Seuraavaksi siirrytéddn tarkastelemaan lauseita, jotka John Myhill on todistanut
vuonna 1955 artikkelissaan “Creative sets” [10]. Ensimméisend katsotaan, kuinka
miké tahansa r.n. ongelma voidaan 1-palauttaa mielivaltaiseen luovaan joukkoon.

Lause 15 (Myhill). A on luova =—> A on I-tiydellinen.

Todistus. Olkoon A luova ja edellisen lemman nojalla p : N - N totaali injektiivinen
produktiofunktio joukolle A. Kun B on r.n. joukko, tiytyy niyttad B <; A.
Masritelladn ¢ : N® - N s.e.
1, josyeBijaz=p(z
jos y € B ja z = p(x) (51)

7, muulloin

U(x,y,2) = {

Funktio ¢ on laskettava, silli se on r.n. predikaatin “y € B A z = p(z)” puolika-
rakteristinen funktio. Kun téhén sovelletaan kiintopistelausetta, saadaan @y, (2) =
Y(k(x),x,z), mikd on méirittelyjoukkojen avulla ilmaistuna

{p(k(x))}, joszeB

. (52)
@, muulloin

Wi(zy = Dom 9 (k(x),z,-) = {

Kaksi tapausta.

1. x € B: Jos olisi p(k(z)) ¢ A eli Wy, = {p(k(x))} € A, niin produktiofunktiolla
p(k(x)) € AN {p(k(z))}, ristiriital Siis p(k(z)) € A. B

2. x ¢ B: Téllin Wi,y = @ € A, jolloin produktiofunktiolla p(k(x)) € A eli p(k(x)) ¢
A.

Nihtiin, ettd z € B <= (po k)(z) € A eli koska p ja k ovat injektioita, pok: B <1 A.
o

Luovien joukkojen kautta saadaan kaunis karakterisaatio 1- ja m-tdydellisille jou-
koille. Vaikka A =, B = A =1 B ei yleisesti ole voimassa, m-tiydellisten joukkojen
tapauksessa tilanne on yksinkertainen.

Seuraus 6. A on I-tiydellinen <= A on m-tdydellinen < A on luova.

Todistus. “A on 1-tdydellinen = A on m-tédydellinen” suoraan méaéritelmésti. Impli-
kaatio “A on m-tdydellinen = A on luova” saatiin seurauslauseena 5 ja juuri ndhtiin
“A on luova = A on 1-tdydellinen”. i

Erityisesti jokainen luova joukko on 1-ekvivalentti pysédhtymisongelman K kanssa.
Koska K on sylinteri, kaikki m-téaydelliset joukot ovat my0s sylintereitd. Viimeisessé
luvussa esiteltdva Myhillin isomorfialause luonnehtii m-tédydellisten joukkojen luokan
0/, rakennetta vield téitdkin tarkemmin.

6 MYHILLIN ISOMORFIALAUSE

Onko olemassa vield vahvempaa péadtosongelmien palautuvuuskésitettd kuin 1-palau-
tukset? Myhillin isomorfialause tarjoaa tdhén kysymykseen negatiivisen vastauksen.

Lause 16 (Myhill [10]). Kaikille A, B c N pdtee A=y B =— A=B.

Keskenédn 1-ekvivalentit joukot ovat rekursiivisesti isomorfisia, eli 1-asteiden luokka
D, muodostuu tdsmilleen eri isomorfiatyypeistd, laskettavuusteorian peruselemen-
teisté.

Ennen kuin lauseelle 16 annetaan todistus, etsitdin motivaatiota télle perinteisen
joukko-opin tuloksista. Luvun lopuksi muotoillaan vield yhteenvetona matemaattisen
logiikan tulkintaa Myhillin lauseelle.
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6.1 Cantor-Schroder-Bernstein lause

Mille tahansa joukoille X ja Y kirjoitetaan |X| = |Y], jos joukot X ja Y ovat yhtd
mahtavat eli on olemassa bijektio h : X — Y. Lisiksi merkitddn |X| < |Y], jos on
olemassa injektio f : X — Y. Cantorin-Schréderin-Bernsteinin tulos oikeuttaa tdmén
notaation kayton.

Lause 17 (Cantor-Schréder-Bernstein). Jos | X|<|Y]| ja [Y] < |X|, niin | X| = |Y].

Kun annettuna on injektiot f: X — Y ja g:Y — X, lauseen todistus vaatii bijektion
h : X - Y konstruointia. Todistuksen ideana on osittaa molemmat joukot X ja Y
kahteen pistevieraaseen osajoukkoon

X =X1UXs ja Y=Y uY; (53)
siten, ettd kuvausten f ja ¢! rajoittumat sopiviin osajoukkoihin olisivat bijektioita:
f: X1 > Y1 bijektio  ja g ': Xy - Yy bijektio . (54)

Talloin voitaisiin maéritella h: X — Y seuraavasti

() :{ f(z), josxzelXy

95
g Hz), joszeXs (55)

Ongelmana on siis 10ytéd toimivat ositukset.

Jos funktiolle fog:Y — Y kirjoitetaan (f o g)® =id ja (fog)™ = (fog)o
(f o g)™, esimerkiksi lihteessi [2, ss. 26-27] on annettu lauseelle 17 todistus, jossa
valitaan

Va={(fog)™(y)eY | neN, yeV f(X)} (56)

ja Xo = g(Y3). Valitettavasti téméi konstruktio yleisille X ja Y ei ole riittivin efek-
tiivinen: vaikka kuvaukset f ja g olisivat rekursiivisia funktioita, ndin méariteltyna
predikaatti “z € X5” ei silti ole rekursiivinen, eiké todistusta voida suoraan soveltaa
Myhillin lauseen tapauksessa. Tarvitaan toisenlaista ldhestymistapaa.

6.2 Myhillin isomorfialause

Kun injektiot f: A <y B ja g : A <4 B ovat annettuina, kuinka niistd voitaisiin
rakentaa rekursiivinen bijektio h: N - N, jolle myos h: A <1 B?

Lahdetaan konstruoimaan funktiota h vaiheittain darellisten vastaavuuksien avul-
la.

Midritelmi 19. Adrellinen osittaisfunktio

0={(r1,91),(x2,92)s-- -, (Tr,yr) } : N> N (57)

on #arellinen vastaavuus joukolta A joukolle B, jos 6 on injektiivinen ja
.%'Z'EA <~ 9($i)=yi€B . (58)
Adrellisid osittaisfunktioita voidaan kisitelld laskennallisesti koodaamalla pareja pa-
rifunktiolla ja &érellisid joukkoja esimerkiksi kuvauksella
k

{ar,...,ap}— D 2% . (59)

i=1
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Lemma 10. Olkoon 0 = {(x1,y1),---,(k, yx)} ddrellinen vastaavuus joukolta A jou-
kolle B, A <1 B jan € N mielivaltainen. Tdlloin voidaan efektiivisesti etsii m € N s.e.
Ou{(n,m)} on myds ddrellinen vastaavuus joukkojen A ja B wvililld.

Todistus. Olkoon 6 annettu kuten ylld, f : A <; B ja n € N. Jos n = x; jollakin
1 <7<k, viite on selvé, joten oletetaan n # z; kaikilla 1 <4 < k.

Lasketaan ensiksi f(n). Jos f(n) # y; kaikilla 1 < ¢ < k, voidaan valita m = f(n),
jolloin laajennettu joukko 6 u {(n,m)} on yhi vastaavuus, koska f on palautus: n €
A < m = f(n) € B. Toisaalta jos f(n) = y;, jollakin 1 < i < k, lasketaan seuraavaksi
f(x4,). Huomataan, etti

neAd< f(n)=y,eBex,cA= f(z;,)eB , (60)

joten jos f(z;,) # y; kaikilla 1 < j < k, voidaan valita m = f(x;,). Jos vieldkin
f(xiy) = yi, jollakin 1 < 4y < k, lasketaan seuraavaksi f(x;, ). T#td prosessia jatkamalla
syntyy jono 4g, 41,12 ... indeksejé, missi padttelyd (60) toistamalla saadaan

ne A< f(x;) € B kaikilla i =49, 1,... . (61)

Joko loydetddn m = f(z;,) s.e. m # y; kaikilla 1 < j < k tai jonoa laskettaessa
tormétadn kahteen samaan indeksiin: i, = i, p # ¢. Osoitetaan, ettd néin ei voi
kéyda.

Jos olisi i, = iy, p < ¢, saataisiin y;, = y;, eli f(z;,_,) = f(x;,_,) ja koska f
on injektiivinen, z; _, = x;,_, eli ip_1 = i,-1. Jatkamalla samaa pééttelyd paidytaéin
identiteettiin ig = iq—p = ¢, [ > 0. Nythdn f(n) = vi, = v;, = f(x;_,), josta fmn
injektiivisyydelld seuraa n = x;,_,, miké oli vastoin oletusta n # ; kaikilla 1 < j < k.

i

Todistus (Myhillin isomorfialause). Olkoon A = B palautuksilla f : A<; Bjag: B <
A. Tarkoituksena on rakentaa rekursiivinen permutaatio h : N - N, jolle h(A) = B.
Kaytetadn toistuvasti edellistd lemmaa ja madritellddn induktiivisesti jono 6y € 61 ¢
Oy c --- adrellisid vastaavuuksia joukkojen A ja B vilille. Tarkastellaan rakentuvaa
vastaavuutta 6; vuorotellen 1dhto- ja kuvapuolelta.

1. 8y: Asetetaan

O:{ {(0,0)}, jos £(0) =0 tai g(0) =0

{(0, £(0)),(g(0),0)}, muulloin (62)

Selvisti 0y on adrellinen vastaavuus.
2. 02,1, n > 1: Oletetaan, ettid Ao, o on konstruoitu. Kaytetdan edellistd lemmaa
kadntéen:

O = {(yi, ;) e NxN | (24,y;) € Oz}

on direllinen vastaavuus joukolta B joukolle A, joten palautuksella g saadaan
efektiivisesti laajennettu vastaavuus 6o, = 02,2 U {(n,m)} jollekin m € N. Lo-
pulta asetetaan

O2n-1 = {(21,4:) ENxN | (yi,2;) €Oz}

3. 02y, mn > 1: Oletetaan, etté #5,_1 on konstruoitu. Kdyttamalld palautusta f 16ydetain
efektiivisesti m € N s.e. Oa,, = 6,1 U {(n,m)} on direllinen vastaavuus.
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Tassé kaikilla n € N pétee n € Dom 63, ja n € Im f5,, joten jos mééritellddn funktio
h:N - N s.e.

saadaan rekursiivinen funktio, koska #dérellisen vastaavuuden 6y, konstruointi on re-
kursiivista jokaiselle kiinteélle luvulle x. Lisdksi

h= Uen ) (64)

neN

joten Im h = Dom h = N ja koska h on konstruktion nojalla injektiivinen, h on re-
kursiivinen permutaatio. A#relliset vastaavuudet takaavat, ettd h on palautus. Siis
f(A)=Bja A= B. |

Seuraus 7. Olkoon A € N. Seuraavat ovat yhtdpitivid.

1. A on 1-taydellinen.
2. A on m-taydellinen.
3. A on luova.

4. A= K.

Néhtiin, ettd m-tédydellisten joukkojen luokka 07, on isomorfiatyyppi, laskettavuusteo-
rian kannalta yksinkertaisin mahdollinen. Jokainen vaikea r.n. pdatésongelma on ins-
tanssien laskennallista uudelleenjérjestdmisté vaille identtinen pysdhtymisongelman
kanssa.

6.3 Loppusanat
Luvun 2 johdannossa esiteltiin Hilbertin Entscheidungsproblem:

K3. Voidaanko annetusta predikaattilogiikan lauseesta mekaanisesti padttad onko
lause péteva?

Matemaattisen logiikan tarkastelut auttavat nyt tarkentamaan kysymysté lukuteorian
yhteydessd. Peanon aritmetiikan tapauksessa voidaan kysya

K3*. Annettuna on Lys-lause o. Miké seuraavista pétee?
(a) PA+ o, eli lause on todistuva Peanon aksioomista.
(b) PA + -0, eli lauseen negaatio on todistuva.
(¢) PA# o ja PAw -0, eli lause on riippumaton teoriasta PA.

Godelin lause jatti auki mahdollisuuden sille, ettd ensimméisen kertaluvun aksiomati-
soituvat teoriat olisivat niin triviaaleja, ettd vaikka ne eivit kykene todistamaan kaik-
kia lukuteorian standardimallissa tosia vaittdmié, voitaisiin silti mekaanisesti paattas
milloin annettu £ar-lause on todistumaton.

Vuoden 1936 artikkeleissaan Alonso Church ja Alan Turing antoivat esimerkkeji
aksiomatisoituvista teorioista T', jotka eivét olleet ratkeavia médritelméan 14 mielesséi.
Erds muotoilu télle tulokselle on

Lause 18 (Churchin lause [5, Church 1936]). Hilbertin entscheidungsproblem on
ratkeamaton: jos L on riittivdin rikas predikaattilogiikan aakkosto, predikaatti “@ v+ o7,
missd o on annettu L-lause, ei ole ratkeava.

Todistus. Ks. [9] O

Esimerkiksi Peanon aritmetiikka on niin vahva teoria, ettd joukko [Cn PA] ei ole
rekursiivinen. Itse asiassa
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Lause 19. Rekursiiviset funktiot ovat esitettéavid Peanon aritmetiikassa, eli jokaisel-
le rekursiiviselle funktiolle f : N — N ja kaikille € N™ ja y € N pdtee

f@)=y = PArop(z1,....20,Y)
f@)#y == PAr-os(z1,...,2Z0,Y) ,

missi of(x,y) on funktion f mddrittelevd Lp-kaava.
Todistus. Ks. [9] o

Peanon aritmetiikassa voidaan todistaa rekursiivisten funktioiden arvoja. Olkoon f :
N — N rekursiivinen s.e. Im f = K ja oy(z,y) tdmén méarittelevd £-kaava. Nythén

reK <= PAv+3y:os(z,y) <= [Jy:op(z,y)]e[CnPA], (65)

joten z — [Jy : o¢(z,y)] + K < [Cn PA]. Jos merkkijonojen koodauksista ei niin
huolehdita, voidaan sanoa, etté,

Seuraus 8. Joukko Cn PA on m-tiydellinen.

Kaikki matemaattisesti mielenkiintoiset teoriat—PA:n lisdksi esimerkiksi ZFC tai
PM—voidaan todistaa m-tdydellisiksi tdaméantyyppisilla palautuksilla: ndmé teoriat
ovat riittdviin vahvoja puhuakseen (osittais)rekursiivisista funktioista. Myhill korosti
artikkelissaan, ettd koska kaikki luonnolliset todistusjirjestelmét ovat m-taydellisié,
ne ovat isomorfialauseen nojalla laskennallisessa mielessé notaatiota vaille samat. [10]

Emil Postin mielestd matematiikka on luovaa, koska matematiikkaa ei voida me-
kanisoida ja jokaiselle riittdvan vahvalle aksiomatisoinnille 16ydetéan efektiivisesti sel-
laisia matemaattisia totuuksia, joita ndmé aksiomatisoinnit eivit todista. Ndin onkin
selvidd, miksi Post kutsui Cn PA-tyyppisid joukkoja juuri luoviksi. [5, Post 1944]

Millaan mekaanisella péaittelylld ei voida ratkaista kaikkia matematiikan &4rellisesti
esitettavid ongelmia. Jalkiviisaana on helppo todeta Hilbertin optimismin olleen en-
nenaikaista: matematiikkaa ei voida aksiomatisoida.

Wir miissen wissen. Wir werden wissen.

David Hilbert (1862-1943)



34

[1]

[14]
[15]

[16]

[17]

LAHTEET

S. AARONSON, Great Ideas in Theoretical Computer Science, Luentomuistiinpa-
not, 2008. https://stellar.mit.edu/S/course/6/sp08/6.080/

P. BHATTACHARYA S. JAIN, AND S. NAGPAUL, Basic Abstract Algebm Cam-
bridge University Press, 1994.

P. CoHEN, Set Theory and the Continuum Hypothesis, Addison Wesley Publis-
hing Company, 1966.

N. CUTLAND, Computability: An Introduction to Recursive Function Theory,
Cambridge University Press, 1980.

M. Davis, The Undecidable: Basic Papers on Undecidable Propositions, Unsol-
vable Problems, and Computable Functions, Courier Dover Publications, 2004.
Viitatut artikkelit:

GODEL 1931 On Formally Undecidable Propositions of the Principia Mathe-
matica and Related Systems. I
GODEL 1946 Remarks Before the Princeton Bicentennial Conference on
Problems in Mathematics
CHURCH 1936 An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory
TurING 1936 On Computable Numbers, with an Application to the Entschei-
dungsproblem
TURING 1939 Systems of Logic Based on Ordinals
KLEENE 1936 General Recursive Functions of Natural Numbers
KLEENE 1943 Recursive Predicates and Quantifiers
Post 1936 Finite Combinatory Processes. Formulation I
Post 1944 Recursively Enumerable Sets of Positive Integers and Their Deci-
sion Problems

T. FRANZEN, Gédel’s theorem: An Incomplete Guide to Its Use and Abuse, A K
Peters, Ltd., 2005.

R. GANDY, The Confluence of Ideas in 1936, teoksessa The Universal Turing
Machine: A Half-Century Survey, R. Herken, toim., Oxford University Press,
USA, 1988.

T. JANHUNEN, Logiikka tietoteknitkassa: perusteet, Luentomoniste. TKK, Tieto-

jenkésittelytieteen laitos, 2008.

B. Kim, Complete Proofs of Gidel’s Incompleteness Theorems. Luentomoniste.
http://math.yonsei.ac.kr/bkim/goedel.pdf

J. MYHILL, Creative sets, Zeitschrift fur mathematlsche Logik und Grundlagen
der Mathematik, 1 (1955).

P. ODIFREDDI, Classical Recursion Theory. The Theory of Functions and Sets
of Natural Numbers, Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, 125
1989).

gD. Of){PONEN7 Trietojenkdsittelyteorian perusteet, Luentomoniste, 2005.

H. ROGERS, Theory of Recursive Functions and Effective Computability,
McGraw-Hill, 1967.

A. SHEN AND N. VERESHCHAGIN, Computable Functions, American Mathema-
tical Society, 2003.

M. SIPSER, Introduction to the Theory of Computation, PWS Publishing Com-

pany, 1997.
R. SoOARE, Computability and Recursion, The Bulletin of Symbolic Lo-
gic, 2 (1996), ss. 284-321. http://Iwww.people.cs.uchicago.edu/ ~ soare/

History/compute.pdf
J. VAANANEN, Matemaattinen logiikka, Gaudeamus, 1988.



35

LIITTEET

Lause 1. 7(z,y) = 2(z +y)(z +y+ 1) + z on bijektio.
Todistus. ™ on injektio: Jos a+b<a’ + b, niin

m(a,b) =(a+b)(a+b+1)+a<i(a+b+1)>+1(a+b)
<3(a +0)+1(a" +0) =L +V)(a +V +1)
<3 +V)(a +b +1)+a =xm(a V)
Siis jos mw(a,b) = w(a’,b"), niin téytyy olla a + b = o/ + . Téllsin 0 = 7(a,b) -
w(a',b') =a—d, josta a=a’ ja edelleen b="0".

m on surjektio: Olkoon n e N. Valitaan k € N siten etté
sk(k+1)<n<3(k+1)(k+2).

Olkoon x s.e. 2k(k+1) +z =n (lisiksi pitee z € {0,...,k}) ja lopuksi y = k - .
Saadaan 7(x,y) = n.
O

Lause 2. Jokaiselle osittaisrekursiiviselle funktiolle ga%m) loytyy ddreton mdadrd in-

deksejd,
m)_ (m) _ (m) _ (m) _ (m) _
ol = Pr(n,0) = Pe(n,1) ~ Pe(n,2) =~ Pe(n,3) =5

missi t : N? - N on rekursiivinen injektio.
Todistus. [13, s. 86] Sivulla 6 konstruoitiin jo funktio t’, jolle pétee kaikilla n € N
yry = t(ny)#t'(ny) . (66)

Varmistetaan vield injektiivisyys ensimmaéisen muuttujan suhteen.

Maaéritelldan apufunktio h: N - N jonka laskennassa kdytetdin apuna parifunk-
tiota palauttamaan kahden muuttujan tilanne yksiulotteiseksi, jolloin funktion arvot
voidaan mééiritelld rekursiolla. Merkitdén lyhyesti x = m1(2) ja y = m2(2).

t'(0,0),  jos {z,y)=1(0,0) eli =0

h(z) = h({zx, =
(2) = hl{z.y) {t'(x,uk(t'(m,k:) >h(z-1))),  muulloin
Minimalisaatio uk(t'(z, k) > h(z—1)) pysihtyy kaikilla z ja z, silld kaavan 66 nojalla
t'(z, k) saa mielivaltaisen suuria arvoja, kun k kasvaa.

Funktio h on aidosti kasvava funktio ja siksi injektiivinen. Asetetaan lopuksi

t(z,y) = h({x,y)), jolloin funktiolla ¢ : N> - N on halutut ominaisuudet. i
Lause 4 (Kleenen s-m-n-lause). Kaikille m,n > 1 on olemassa injektiivinen re-
kursiivinen funktio s™: N™*! 5 N s.e. kaikille 2,21, ..., Tm,Y1,- - -, Yn pitee

(n) (m+n)

SDS?(Z,IIW'@M)(yla-~-7yn) = (294 (:L‘l;'-wmmayh"'?ym)

Todistus. Kuvaillaan epédmuodollisesti s;'-funktion laskeva algoritmi. Huolehditaan
vasta lopuksi kuvauksen injektiivisyydesta.

Olkoot z ja x1,...,Tm, m > 1 annettuja. Jos z ei koodaa laillista rakennepuuta
tai koodaa rakennepuun funktiolle, joka ottaa vihemmén parametreja kuin m + 1,
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asetetaan s (z,Z) = 0 (tyhjin funktion indeksi). Oletetaan siis, ettéd z koodaa (m+n)-
parametrisen funktion rakennepuun jollekin n > 1. Puun lehtisolmuissa vain on R1-
saannolla saatuja funktioita ja koska m+n > 1, tdytyy ne olla muotoa Pr[**", jollakin
1 <7 <m+n. Korvataan lehtisolmujen koodeja seuraavasti:

$ikl
r—i

Jos1<i<m: pr»m — 8.8 (Z(Pr}))
Josm+1<i<m+n:  Pr™ +— Prl

Saatu rakennepuu kuvaa nyt n-muuttujan funktiota, jolla on selvésti halutut omi-
naisuudet. Konstruktio on Churchin-Turingin teesin nojalla rekursiivista ja s’ on
totaalinen.

Jos funktiosta halutaan liséksi injektiivinen, voidaan kayttéaé lauseen 2 t-funktiota.
Tiydennetiisin s injektiiviseksi funktioksi 57 midrittelemalla

STz, 21, m) = t(SH (2,21, - Tm), (2,21, -+, ) -
o

Lemma 7 (Gédelin S-funktiolemma). On olemassa struktuurissa N mddriteltivi
funktio 3 : N?> - N s.e. kaikille n € N ja kaikille jonoille (xo, ..., T,-1) € N* loytyy
zeN s.e. 8(2,1) =y, katkilla 0 <i<n—1.

Todistus. [11,s. 29] Oletetaan tunnetuksi kiinalainen jakojiinnoslause: jos mo, ..., mMy,_1 €
N ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, luonnollinen kuvaus®? f : N — Ny,  x -+ x
Ny, se. f(z) = (z mod mo,...,z mod m,_1) on surjektio.

Olkoon (zg,...,xn-1) € N” annettuna. Jos 16ydetiifin pareittain suhteelliset al-
kuluvut mg, ..., my,_1, joille m; > x;, kiinalaisen jakojaédnnoslauseen nojalla on ole-
massa luku k € f~!(zo,...,2, 1), jolloin komponenttifunktion f; : N - N,,. avulla
fi(k) =k mod m; = z;. Riittdi siis 16ytéd riittdvin isot pareittain suhteelliset alkulu-
vut m;.

Olkoon d = max{zy,...,T,_1,n}. Tarkastellaan jonoa

1+d!, 1+2d, 1+3d, ..., 1+(n+1)d .

Jos mééritelldin m; = 1+ (i + 1)d! (Huom! m; > d > x;) saadaan n kpl pareittain
suhteellisia alkulukuja: Jos alkuluku p jakaa luvut m; ja m; (m; > m;), p jakaa myds
néiden erotuksen m; —m; =1+ (i+1)d! -1-(j+1)d! = (i - j)d!. Jos p jakaa luvun
i—j, jakaa se my6s luvun d!, silla 4 — j < n < d. Siis p jakaa luvun d!, mutta silloin
p jakaa edelleen erotuksen m; — (i + 1)d! = 1, joten p = 1 ja m;, m; ovat suhteellisia
alkulukuja.
Maéaritelldan
B(z,i) =m1(z) mod 1+ (i + 1)ma(2) . (67)

Edelld esitetyn pédittelyn tuloksena kaikille (xo,...,z,-1) € N® 16ytyy d! ja k, jolla
B({k,d!),i) =k mod 1+ (i+1)d! =k mod m; = f;(k) =xz; kaikilla0<i<n-1

eli 3z:Vi<n-1:0(z,1) = ;.
Jiljelld on katsoa, miksi 3 on médriteltivi struktuurissa N.

22 Merkitidsn N, = {0,...,n—1}.
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— Jakojaidnnos on madriteltavas:
x mod y =z — I (bxy+z=z)A3l:(z+l=y)r-(2=Yy)
= Omod (2, Y, 2)
— Parifunktio on méériteltava.
w(z,y) =z — k:(2xk=(z+y)x(z+y+1)rz=Fk+z)
= 0x(2,y,2)
— Parifunktion kdénteisfunktiot ovat méériteltavia.

m(z)1=1 =  Jrox(z,y.2) =0 (2,2)

m(2)2 =y — Iz 0.(2,y,2) = 0y (2,Y)

— [-funktio on méariteltava.

ﬁ(z,z’):x — Elpl :Elp2:(Uﬂ1(§7p1)/\0—7r2(§7p2) A
Umod(pl, 1+ (1 +Z) XpQ»i))

Lause 12. Olkoon A <N luova. On olemassa ddreton r.n. joukko B s.e. B ¢ A.

Todistus. Toistetaan sivun 25 padttely eksplisiittisemmin. Ensin huomioidaan, etta
r.n. joukkojen yhdiste on r.n. ja yhdistejoukon indeksi saadaan efektiivisesti lahto-
joukkojen indekseisté: Madritellddn osittaisrekursiivinen funktio

1, jos @z (2)l tai @y (2)!
A, muulloin

bay,2) - { (69)

Funktion v laskenta etenee simuloimalla funktioiden ¢, ja ¢, laskentaa yhtéaikaisesti
(Lause 3) ja katsomalla pysdhtyyko niistd kumpikaan. (Vield tarkemmin voitaisiin

kayttdd Kleenen T-predikaattia (s. 9).) Kleenen s-m-n-lause antaa rekursiivisen w :
N? > N s.e. py(z4)(2) 2 ¥(2,y, ), mikd méérittelyjoukkojen puolella tarkoittaa

Wu(x,y) =W, u Wy .

Maédritellddn vield @) (y) = pz(y = x), jolloin W,y = {x}. (Kédytettiin implisiitti-
sesti s-m-n-lausetta.)

Olkoon e € N s.e. W, = @. Kun p on joukon A osittaisrekursiivinen produktiofunk-
tio, saadaan rekursiolla totaalinen funktio s.e.

e, josx =0

u(f(z-1),5(p(f(z-1)))),  Josx>1

Téssi pitee kaikilla i € N, Wyei1y = Weiy U {p(f(7))}, miké antaa jonon W) &
Wiy Wy2) &+ € A jalopulta Im po f € A on etsitty déreton r.n. joukko. i

f(x) = { (69)



